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Sammendrag

Dette masterprosjektet undersgker elevers arbeid med problemlgsningsoppgaver pa vertikale ikke-
permanente flater i et valgrikt leeringsmilje. Hensikten er a fa innsikt i elevers bruk av semiotiske
representasjoner og overganger mellom ulike representasjonssystem, samt undersgke hvilken
sammenheng dette har med valgene og fokusskiftene i lgsningsprosessen. Prosjektets problemstilling
er: “Hva kjennetegner 6.-trinnelevers bruk av semiotiske representasjoner i problemlgsning pa

vertikale ikke-permanente flater? .

Det er benyttet en kvalitativ casestudie med lyd- og videoobservasjon av to grupper a tre elever sin
lgsningsprosess av fire problemlgsningsoppgaver pa vertikale flater, i konteksten av Liljedahls (2021)
tenkende klasserom. Datamaterialet er behandlet gjennom en abduktiv og tematisk tilnaerming. Det
er videre analysert ved hjelp av teoretiske rammeverk for klassifisering og transformasjon av
semiotiske representasjoner, teori om gester og tegning for problemlgsning, samt et rammeverk for
fokusskifte og en modell for skift og valg i valgrike leeringsmiljg. Prosjektet bidrar dermed ogsa til a

se sammenheng mellom ulike teoretiske rammeverk.

Prosjektet viser hvordan elever benytter semiotiske representasjoner i problemlgsning, noe som kan
gi refleksjon rundt undervisningspraksis for a kunne utvikle elevers problemlgsningsevner. Resultatet
viser at elevene benytter en kombinasjon av visuelle, symbolske og verbale representasjoner i
tilknytning til gester i problemlgsningsprosessen pa de vertikale flatene. Elevene bruker tegning pa
ulike mater som en viktig drivkraft i lgsningsprosessen, og tegningene bidrar til & samle gruppens
fokus og muliggjar bruken av gester som en viktig del av kommunikasjonen. Det viser seg at abstrakt
matematisk visualisering ma leeres pa lik linje som ikonisk, ellers kan lgsningsprosessen stoppe opp.
Resultatet viser at gester er tett synkronisert med talestrammen. Elevenes bruk av peking og muntlig
sprak spiller en betydelig rolle i samarbeidet i problemlgsningen pa de vertikale flatene. Overganger
mellom ulike representasjonssystem skapes i stor grad ved hjelp av tegning, muntlig sprak og gester.
Det viser seg ogsa at samarbeidet bestar av en dynamisk rekke av fokusskift mellom individuelle
ressurser og interaksjon innad i gruppen, nar valgte representasjoner og heuristikker bidrar til & drive
lgsningsprosessen fremover mot en ngkkellgsningside og en endelig lgsning. Nar elevene mater
utfordringer i overganger eller star fast i lgsningsprosessen handteres dette i stor grad ved a foreta et

fokusskifte mot eksterne ressurser, og elevene henvender seg da til en agent a lare av.



Abstract

This master thesis examines students' problem-solving on vertical non-permanent surfaces in a
choice-affluent environment. The purpose is to gain insight into students' use of semiotic
representations and conversions between different representational systems, and how this relates to
the choices and focus shifts in the solution process. The research question is: "What are the
characteristics of 6th grade students' use of semiotic representations in problem-solving on vertical

non-permanent surfaces?".

The thesis has used a qualitative case study with video observation of two groups” solution process
of four problem-solving tasks on vertical surfaces, in the context of Liljedahl's (2021) thinking
classrooms. The data material has been processed through an abductive and thematic approach. The
data is further analyzed using theoretical frameworks for classification and transformation of semiotic
representations, theory of gestures and drawing for problem-solving, as well as a framework for shift
of attention and a model for the shifts and choices in choice-affluent environments. The project

therefore also offers a possibility to see the coherence between different theoretical frameworks.

The study show how students use semiotic representations in problem-solving, which may give basis
for reflection on one’s teaching practice to develop students' problem-solving abilities. The results of
the study indicate that students use a combination of visual, symbolic and verbal representations in
close connection with gestures in the problem-solving process on the vertical surfaces. The students
use drawing in various ways to effect the solution process, and the drawings helps gather the focus
and enable the use of gestures as an important part of the communication. Findings indicate that
abstract mathematical visualization must be learned in addition to iconic visualization, otherwise the
solution process might stop. The results of the study show that gestures are closely synchronized with
the flow of speech. Students' use of pointing and spoken language plays a significant role in the
collaboration in problem-solving on vertical surfaces. The conversions between different
representational systems are largely created by means of drawing, spoken language and gestures.
Findings also indicate that the collaboration consists of a dynamic pathway of shift of attention
between individual resources and interaction within the group, when selected representations and
heuristics contribute to moving the solution process forward towards a key solution idea and a final
solution. When students face challenges in the conversions, or are stuck in the solution process, it is
largely handled by making a shift of attention towards external resources and the students then turn

to an agent to learn from.
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Denne masteroppgaven markerer avslutningen pa en leererik og interessant femarig grunnskolelzrer-
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undervisning kan fremme matematisk tenkning, samarbeid og bidra til & utvikle utforskende
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Jeg vil ogsa takke medstudenter for godt samarbeid og statte i studietiden. Dere har bidratt til at disse
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1 Innledning

«Matematikk skal forberede elevene pa et samfunn og arbeidsliv i utvikling ved & gi dem

kompetanse i utforsking og problemlgsing.» (Kunnskapsdepartementet, 2017, s. 2).

Vart globale samfunn er i rask utvikling med stadig endrende teknologi og kommunikasjon.
Dette fremmer blant annet krav om relevante og fremtidsretta matematiske ferdigheter
som ogsa skal kunne brukes pa omrader som i dag er ukjent (Utdanningsdirektoratet, 2021).
For a mgte ukjente problem er searlig kompetanse innen samarbeid, utforskning og
problemlgsning essensielt (NOU 2015:8). Denne kompetansen anses som en viktig del av 21st
century skills, og har en sentral rolle i dette masterprosjektet, der hensikten er & fa innsikt i
elevers bruk av representasjoner i problemlgsning pa vertikale ikke-permanente flater (NOU
2014:7).

1.1 Bakgrunn for valg av tema og aktualitet

For & kunne jobbe med problemlgsning, og bli en god problemlgser, er det viktig & ha kjennskap
til ulike representasjoner, og kunne velge den representasjonen som til enhver tid er mest
hensiktsmessig for & drive lgsningsprosessen fremover (Hana, 2014, s. 159). Det er ogsa viktig
at problemlgsning finner sted i valgrike leeringsmiljg som legger opp til samarbeid og valg av
ulike ressurser (Koichu, 2018). En stor del av dagens undervisningen i matematikk legger
dessverre ikke til rette for dette, og befinner seg fortsatt i et oppgaveparadigme med mye
tradisjonell tavleundervisning og individuell skriftlig oppgavelgsning (Skovsmose, 2001, s.
123; Weege & Nosrati, 2018, s. 111). I tillegg er strukturen i klasserommet, med laerer som star
foran tavlen og elever som sitter ved hver sin pult, tilnsermet lik de institusjonelle normene som
har preget skolen siden den industrielle revolusjon (Pruner & Liljedahl, 2021, s. 756). Dermed
far forstaelse, samarbeid, problemlgsning og bruken av varierte lgsningsstrategier mindre
oppmerksomhet. Dette star i sterk kontrast til store deler av nyere forskningslitteratur, samt
intensjonen med gjeldende lereplanverk, som papeker at elever skal legge mer vekt pa

strategier og fremgangsmater enn selve svaret (Kunnskapsdepartementet, 2017, s. 2).

For & mgte fremtidens kompetansekrav og utvikle gode problemlgsere anbefaler nyere
forskning et skifte fra oppgaveparadigme til en utforskende matematikkundervisning, der
elever samarbeider om kognitivt krevende oppgaver og aktiviteter (Nosrati & Wage, 2015;
Liljedahl, 2021; Skovsmose, 2001). Som en respons til dette har Peter Liljedahl (2016) utviklet

undervisningsrammen thinking classrooms (tenkende klasserom). Her benyttes blant annet



vertikale ikke-permanente flater (whiteboards) som gir elever mulighet til & samarbeide og veere
kreative i problemlgsningsprosesser gjennom bruk av varierte representasjoner 0g
lgsningsstrategier. Tenkende klasserom som undervisningsramme samsvarer godt med
Kunnskapslgftet (2020) som vektlegger at elever skal bli gode problemlgsere ved a utforske
matematikk i samarbeid med andre, bruke det matematiske spraket og varierte representasjoner.
Fra et matematikkdidaktisk perspektiv er det da interessant a undersgke hvordan elever benytter
representasjoner i arbeid med problemlgsning i konteksten av et tenkende klasserom, for pa den

maten a kunne gke deres problemlgsningsevner.

Temaet representasjoner og problemlgsning er serlig relevant med tanke pa fagfornyelsens
kjerneelement. Kjerneelementene viser et tydelig fokus pa en mer elevaktiv matematikk-
undervisning, der elever utforsker og diskuterer sammenhenger, og ikke bare mottar
matematikken som en pakke med sannheter (Karlsen, 2014, s. 17). Kjerneelementene er tenkt
som det elever ma laere for & kunne mestre og anvende faget, altsa fungere som fagets baerende
ideer. Blant kjerneelementene i matematikk finner vi utforsking og problemlgysing og
representasjon og kommunikasjon. Her handler problemlgsning om & utvikle en metode for &
lgse et problem de ikke kjenner fra far, og elevene skal utforske og diskutere seg frem til en
felles forstaelse (Kunnskapsdepartementet, 2017, s. 2). En representasjon er noe som star for
noe annet, og begrepet blir innen matematikkdidaktikk brukt til & betegne matematiske objekter
og til @ kommunisere matematiske ideer (Duval, 2006, s. 103; Hana, 2014, s. 131, 139).
Representasjoner i matematikk kan wvere konkrete, kontekstuelle, visuelle, verbale og

symbolske, og er mater & uttrykke matematiske begrep, sammenhenger og problem pa

(Kunnskapsdepartementet, 2017, s. 3).

Formalet med masterprosjektet er a bidra til mer kunnskap om elevers bruk av representasjoner
i problemlgsningsprosessen pa vertikale ikke-permanente flater, et omrade jeg har funnet lite
forskning pa. Mer kunnskap om dette kan gi grunnlag for refleksjon rundt egen
undervisningspraksis, og dermed hjelpe laerere a utnytte leeringsmuligheter som kan oppsta i
den sosiale interaksjonen innad i gruppen og mellom gruppene. Kunnskap om elevers bruk av
representasjoner og deres rolle i lgsningsprosessen er viktig for a kunne hjelpe elever til &
kommunisere matematiske tanker, gke deres samarbeidsevner og se sammenhenger mellom
begreper og matematiske ideer. Prosjektet kan gi kunnskap om hvordan man kan jobbe videre
for & utvikle elevers problemlgsningsevner gjennom variert bruk av representasjoner, og
dermed gke deres matematiske kompetanse. God matematisk kompetanse kjennetegnes blant

annet av & kunne forstd, tolke og bruke ulike representasjoner av matematiske objekt eller
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problem, samt & kunne forsta forbindelsene mellom disse (Rgsseland, 2005, s. 52). A kunne
bruke representasjoner, oppdage sammenhenger mellom ulike representasjoner samt utvikle
forstaelse for overganger mellom dem, er en viktig del av & utvikle dyp matematisk forstaelse
(Kilpatrick et al., 2001; Niss & Jensen, 2002; Duval, 2006; Lesh et al., 1987). Studien har
relevans inn mot praksisfeltet, og min begrunnelse for valg av tema er tredelt, og basert pa (1)
at problemlgsning er en viktig kompetanse for fremtiden og dermed et relevant tema, (2) at det
foreligger et behov for forskning pa omradet, og (3) et snske om at egen undervisning skal
fremme matematisk tenkning og samarbeid, samt bidra til & utvikle utforskende problemlgsere

som benytter hensiktsmessige representasjoner i problemlgsning i valgrike leeringsmiljg.

1.2 Problemstilling og forskningsspgrsmal

Hensikten med dette masterprosjektet er & fa innblikk i elevers bruk av semiotiske
representasjoner og overganger mellom ulike representasjonssystem, samt undersgke hvilken
sammenheng dette har med valgene og fokusskiftene i problemlgsningsprosessen. Ifglge Lesh
et al. (1987) ligger selve forstaelsen i overgangen mellom representasjoner, «not only are these
distinct types of representation systems important in their own rights, but the transformation
among them, and transformations within them, also are important.» (s. 2). Det er derfor viktig
a ikke bare observere elevers bruk av ulike representasjoner, men ogsa overganger mellom dem.
Ifglge Pruner og Liljedahl (2021) har forskning i lang tid sett pa problemlgsning som en
individuell og isolert aktivitet (s.1). Dette pa tross av at problemlgsning i stor grad er en
samarbeidsprosess blant matematikere og i samfunnet ellers. | dette prosjektet vil jeg derfor se
pa problemlgsning som en samarbeidsprosess i sma grupper, og har med fokus pa elevers bruk
av semiotiske representasjoner utarbeidet falgende problemstilling:

«Hva kjennetegner 6.-trinnelevers bruk av semiotiske representasjoner i problemlgsning pa

vertikale ikke-permanente flater?»

For & kunne besvare problemstillingen har jeg utformet fglgende forskningssparsmal:

1. «Hvordan anvender elevene semiotiske representasjoner i
problemlgsningsprosessen pa de vertikale flatene, og hvordan skapes overganger
mellom ulike representasjonssystem?»

2. «Hvilken sammenheng har bruken av semiotiske representasjoner med valgene og
fokusskiftene i problemlgsningsprosessen pa de vertikale flatene?»

3. «Hvordan handterer elevene eventuelle utfordringer i overgangen mellom ulike

representasjonssystem?»



For & belyse forskningsspgrsmalene og dermed besvare studiens problemstilling har jeg
observert to grupper a tre elevers lgsningsprosess i arbeid med fire problemlgsningsoppgaver
innen konteksten av ettenkende klasserom. Begrepsavklaring for sentrale begrep i

problemstilling og forskningsspgrsmal falger i studiens teoretiske ramme kapittel 2.

1.3 Tidligere forskning og posisjonering

Problemlgsning har i lang tid blitt forsket pa som en individuell aktivitet, der lgsningsprosessen
var basert pa problemlgserens tidligere kunnskap og erfaringer (Polya, 1949). Det har veert
vanlig a dele aktiviteten inn i fire heuristiske faser; forsta problemet, lage en plan, gjennomfare
planen og se tilbake (Polya, 1949; Liljedahl et al. 2016, s. 12-14). Senere forskning fant
imidlertid ut at denne maten & beskrive problemlgsningsprosessen pa ikke passet for elever
(Pruner & Liljedahl, 2021, s. 754). Det oppstod dermed et behov for andre heuristikker som
ikke var basert pa design, men pa personlig tilpassing, matematiske ressurser og testing av ulike
lgsningsmetoder (Schoenfeld, 1985). En mate & knytte samarbeid til problemlgsning er a
fokusere pa problemlgserens shift of attention (fokusskifte) mellom personlige ressurser som
heuristikker, medelever og kunnskapskilder som en god ramme for problemlgsning (Mason,
2008, 2011).

Nyere forskning har bygget videre pa de tidligere tankene og ideene om problemlgsning. En
videre utvikling av shift of attention er en modell som bygger bro mellom kunnskap om hvordan
problemlgsningen skjer, og hvordan man kan stgtte og forbedre problemlgsningen i
undervisningen (Koichu, 2018). | denne modellen skifter problemlgseren fokus mellom
individuelle ressurser, interaksjon innad i gruppen og eksterne ressurser, og har muligheten til
a ta ulike valg i lgsningsprosessen som schemata (matematiske verktgy som representasjoner,
heuristikker etc.) og eksterne kunnskapskilder. Det viser seg at elever retter lite fokus mot
arbeidet til andre grupper nar de har en god driv i lgsningsprosessen, og det er farst nar elevene
faler at de star fast at de skifter fokus mot eksterne ressurser i hap om a fa nyttige hint som kan
hjelpe dem videre i prosessen (Koichu, 2018). For at vellykket problemlgsning skal finne sted
ber det ifglge Koichu (2018) utgves i et valgrikt leeringsmiljg, som for eksempel Liljedahls
(2016) tenkende klasserom.

Tenkende klasserom, med bruken av vertikale flater, viser seg a fremme rike valgmuligheter i
problemlgsningen, og gi elever mulighet til & samarbeide (Liljedahl, 2016, 2021). Liljedahl
(2021) hevder at vertikale flater bidrar til mer aktive og engasjerte elever som samarbeider

bedre og tenker matematisk over lengre tid, enn om de benytter horisontale permanente flater i

4



problemlgsningen. Forskning pa problemlgsning i valgrike leringsmiljg viser at elever retter
fokus mot eksterne ressurser nar deres kollektive eller individuelle ressurser tar slutt, og gjer
det enten ved a se pa andres vertikale flater eller diskuterer med andre grupper (Pruner &
Liljedahl, 2021). Det viser seg ogsa at grupper som mgter utfordringer i lgsningsprosessen gar
enkelte ganger sammen og former en supergruppe, i hdp om & drive prosessen fremover
gjennom gkt samarbeid (Pruner & Liljedahl, 2021). Pruner og Liljedahl (2021) konkluderer
med at valgrike laringsmiljg, som tenkende klasserom, ikke bare forbedrer elevers
problemlgsningsevne, men bidrar ogsa til a utvikle den enkelte elevs personlige repertoar av
ressurser. Mitt prosjekt tar utgangspunkt i Masons (2008) shift of attention teori og Koichus
(2018) modell, for & undersgke hvilken sammenheng bruken av representasjoner har med
elevers valg og fokusskifte i lgsningsprosessen, i konteksten av Liljedahls (2021) tenkende

klasserom, og utdypes derfor videre i studiens teoretiske ramme kapittel 2.2.

Innen matematikkdidaktisk forskning har det blitt et sterkere fokus pa representasjoner, serlig
fra midten av 1980-tallet. Forskning viser at elever som jobber med realistiske
problemlgsningsoppgaver ofte benytter flere representasjoner multimodalt i l@sningsprosessen
(Leshetal., 1983). Multiple representasjoner benyttes fordi ulike representasjoner belyser ulike
aspekter ved objektet, samt gker forstaelsen hos elevene (Hana, 2014, s. 147). Videre er det
funnet at gode problemlgsere er fleksible i bruken av representasjoner; «Good problem solvers
tend to be sufficiently flexible in their use of a variety of relevant representational systems that
they instinctively switch to the most convenient representation to emphasize at any given point
in the solution process.» (Lesh et al., 1987, s. 6). Duval (2006) har i sin forskning klassifisert
ulike representasjoner som elever benytter i matematisk aktivitet og problemlgsning. I likhet
med Lesh et al. (1987) trekker ogsa han frem viktigheten av & mestre bruken av varierte
representasjoner i problemlgsning, samt & kunne transformere innad i- og mellom ulike
representasjonssystem. Lesh (1981) og Duvals (2006) teorier har en sentral rolle i dette

prosjektet og utdypes videre i kapittel 2.1.

Nar det gjelder forskning pa visualisering og tegning for problemlgsning konkluderer
Rellensmann et al. (2017) med at det & lage matematiske tegninger i arbeid med problemlgsning
er et lovende verktay for a stette elevers resonnering, forstaelse og kommunikasjon (s. 74). Det
krever imidlertid at elever har tilstrekkelig strategisk kunnskap om tegning, samt kompetanse
til & generere ngyaktige tegninger som statter lgsningsprosessen (s. 74). Rellensmann et al.
(2017) har videre kommet frem til tre ulike fordeler som kan tilskrives elevgenererte tegninger;

tegninger stgtter organiseringen av den gitte oppgaveinformasjonen (nar elevene genererer en
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tegning av en oppgave ma de forstd hvilke objekter som er involvert i oppgaven og hvordan
disse objektene er relatert til hverandre), elevene ma redusere mengden av informasjon ved a
trekke ut det som er relevant og som skal representeres pa tegningen, i tillegg kan tegning hjelpe
elever med a trekke slutninger som er avgjerende for problemlgsningen. Informasjonen i
problemlgsningsoppgaven kan dermed bli tydeligere gjennom tegningen, og kan hjelpe elever
med & oppdage matematiske ideer og gke forstaelsen for andres resonnement. Arcavi (2003)
kom frem til en annen rolle for visualisering i en symbolsk kontekst; at den visuelle
Igsningsprosessen kan engasjere elevene i resonnement og forstaelse, som lett kan utebli ved
en ren symbolsk prosess eller lgsning (s. 223). Visualisering kan da ha en komplementer rolle
i de tre aspektene; visualisering som stette og illustrasjon av symbolske resultater, en mulig
mate a lgse konflikter mellom symbolske lgsninger og feil resonnement i lgsningsprosessen, og
en mate a hjelpe problemlgserne med a gjenopprette forstaelsen av en ide som lett kan overses
i formelle lgsninger (s. 224).

Forskning pa tegning som problemlgsning viser at elever som bruker tegning for
problemlgsning, bade som prosess og produkt, far stette av tegningen i tankeprosessen
(Saundry & Nicol, 2006, s. 57). Tegningene er da mer ikoniske da de representerer en ide, en
matematisk prosess eller et matematisk konsept (s. 57). Saundry og Nicol (2006) fant at
tegninger kan erstatte konkretiseringsmateriale, ved at det legges inn handlinger i tegningene i
form av piler, linjer, sirkler etc., og benyttes til & manipulere elementer eller telle, slik de ville
gjort dersom det var fysiske konkreter (s. 68). Forskning viser ogsa at elever som gver pa a
konstruere tegninger for & lgse tekst- og problemlgsningsoppgaver far bedre
problemlgsningsevner (Van Essen & Hamaker, 1990, s. 309). Van Essen og Hamaker (1990)
papeker at den strategiske kunnskapen som elever tilegner seg i lgpet av tegneintervensjoner

pavirker effektiviteten av elevgenererte tegninger for problemlgsning (s. 309).

Innenfor forskning pa problemlgsning og bruken av gester i samarbeidsprosesser, fant Reynolds
og Reeve (2001) at elevers gester spiller en integrert og mangesidig rolle i & oppna
samarbeidsforstaelse (s. 448). De konkluderer med at gester har minst tre funksjoner i
gruppesamarbeid; gester brukes for & oppna, opprettholde og refokusere felles oppmerksomhet
pa problemet som skal lgses, gester forsterker og utvider elevenes resonnering og
kommunikasjon slik at det gker forstaelsen hos medelevene (spesielt i problemlgsning der
fremgangsmate og prosedyre er ukjent), og gester kan ogsa i noen tilfeller indikere en tilstand
av kognitiv usikkerhet i lgsningsprosessen som kan apne for en endring i forstaelsen (s. 448).

Bruken av gester kan dermed bidra til & utvikle en felles forstaelse for problemet, samt
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heuristikker og representasjoner som benyttes i problemlgsningsprosessen. Forskning viser
ogsa at gester kan virke som en ekstern representasjon som letter overgangen fra konkreter eller
visualiseringer til symbolske representasjoner (s. 449). Bjuland et al. (2008) hevder at elevers
gester knyttet til deres resonneringsstrategier spiller en mangefasettert rolle i a utvikle

samarbeidende matematisk resonnement i sma grupper i arbeid med problemlgsning (s. 290).

Det ser ut til a finnes lite tidligere forskning som gar direkte pa hva som kjennetegner elevers
bruk av semiotiske representasjoner i problemlgsning pa vertikale ikke-permanente flater. Mer
spesifikt pa representasjoner og overgangen mellom disse, samt hvilken sammenheng bruken
har med valgene og skiftene i lgsningsprosessen. Peter Liljedahl har selv sett et behov for
forskning rundt dette temaet, men har enda ikke hatt tid til & gjennomfare det (Liljedahl,
personlig kommunikasjon, 27. september 2021). Koichu (2018) papeker at det foreligger et
behov for forskning pa valgrike leeringsmiljg i lys av hans modell, og der modellen ogsa kan
brukes for & undersgke skiftene og valgene som problemlgserne foretar seg i lgsningsprosessen.
Det eksisterer dermed et behov for mer forskning pa omradet, og mitt masterprosjekt kan bidra
til ny kunnskap. Prosjektet tilbyr en mulighet til & se hvordan Masons (2008) teori om
fokusskifte og Koichus (2018) modell for valgrike leeringsmiljg kan knyttes til Duval (2006)
og Lesh (1981) sine Kklassifisering- og transformasjonsteorier, samt teori om gester og tegning
for problemlgsning. Disse rammeverkene brukes i analysen av seks elevers bruk av
representasjoner i lgsningsprosessen av fire virkelighetsnaere problemlgsningsoppgaver i
konteksten av Liljedahls (2021) tenkende klasserom. Masterprosjektet mitt kan dermed bidra
til 2 se sammenheng mellom ulike teoretiske rammeverk, og pa den maten kan jeg ta del i- og
utvide forskningsfeltet pa elevers bruk av semiotiske representasjoner i problemlgsning pa

vertikale ikke-permanente flater.

1.4 Oppgavens struktur

For & besvare masterprosjektets problemstilling vil jeg i kapittel 2 redegjere for den teoretiske
rammen som trengs for a analysere empiriske funn. Her redegjgres det for representasjoner og
klassifiseringsmodeller, samt gester- og tegning for problemlgsning, far problemlgsning i
valgrike leringsmiljg og tenkende klasserom som undervisningsramme beskrives. Deretter
belyses og begrunnes forskningsmetodiske valg i kapittel 3 for a skape en transparens. Videre
presenteres og analyseres empiriske funn i kapittel 4, fgr analysens funn drgftes opp mot
tidligere forskning og studiens teoretiske ramme i kapittel 5. Til slutt gis en avslutning og

prespektivering i kapittel 6.



2 Teoretisk ramme

| dette masterprosjektet observeres problemlgsning i et tenkende klasserom for & undersgke hva
som kjennetegner elevers bruk av semiotiske representasjoner i samarbeidsprosessen pa
vertikale ikke-permanente flater. | dette kapittelet redegjares det for den teoretiske rammen som
trengs for & kunne analysere og drafte empiriske funn, og dermed besvare studiens
problemstilling. Innledningsvis defineres semiotiske representasjoner, far Lesh (1981) og
Duvals (2006) klassifisering- og transformasjonsteorier for semiotiske representasjoner
presenteres, i tillegg til teori om bruken av gester i samarbeid og kommunikasjon samt tegning
for problemlgsning. Deretter defineres problemlgsning, far Mason (2008) teori om fokusskifte,
og Koichu's (2018) modell for skift og valg i problemlgsning i valgrike laeringsmiljg
presenteres. Videre redegjeres det for konteksten prosjektet er basert pad som er Liljedahls
(2021) undervisningsramme tenkende klasserom med blant annet bruken av vertikale ikke-
permanente flater. Avslutningsvis gis det en kort oppsummering av teoretisk rammeverk for

analyse av datamaterialet.

2.1 Semiotiske representasjoner i matematikk

Matematiske objekt er abstrakte og eksiterer kun som kognitive ideer (Duval, 2006, s. 106). |
motsetning til objekt i fag som biologi og kjemi vil aldri matematiske objekt veere tilgjengelige
via observasjon eller instrumenter (s. 107). Den eneste maten a fa tilgang til-, og handtere
matematiske objekt er da gjennom & benytte semiotiske representasjoner som uttrykker og
dermed representerer objektet (s. 107). Semiotikk er leren om tegn, og ettersom
representasjoner i matematikk er knyttet til tegn i semiotiske system, kalles de for semiotiske
representasjoner (Svendsen, 2022; Hana, 2014, s. 132). Det skilles mellom to ulike typer
representasjoner i forskningslitteraturen; interne representasjoner, som bestar av kognitive
bilder eller strukturer en person lager seg av et objekt, og eksterne representasjoner, som kan
uttrykkes fysisk og benyttes i matematisk kommunikasjon mellom mennesker, og dermed
observeres (Hana, 2014, s. 131-132; Duval, 2006, s. 104; Lesh et al., 1987, s. 1). Dette
prosjektet befatter seg med eksterne semiotiske representasjoner, og eksempler pa dette kan
veere tall, symboler, tabeller og figurer som benyttes spesifikt i matematikk, men ogsa muntlig
og skriftlig sprak som man finner i andre fagomrader (Duval, 2006; Lesh et al., 1987, s. 1).
Semiotiske representasjoner er ifglge Duval (2006) redskap for & kommunisere matematikk og
utvikle ny matematisk kunnskap, og viktig for a gke elevers matematiske forstaelse og se

sammenhenger (s. 106). Semiotiske representasjoner er dermed viktige for & utvikle, uttrykke



og kommunisere matematiske ideer og tanker, blant annet i problemlgsnings-prosesser pa

vertikale flater.

Ifalge Duval (2006) kan ingen matematisk handling utfares uten a ta i bruk et semiotisk system
av representasjoner, ettersom en matematisk handling alltid innebzrer a erstatte en semiotisk
representasjon med en annen (s. 107). Det finnes et mangfold av semiotiske representasjoner
som innehar ulike egenskaper, og bidrar til & gjgre det matematiske objektet tilgjengelig. Ved
a benytte varierte representasjoner pa ett og samme matematiske objekt belyses ulike aspekt
ved objektet, og egenskaper som kan vere skjult ved en representasjon kan da belyses ved hjelp
av en annen (Hana, 2014, s. 141; Duval, 2006, s. 108). Eksempel pa dette vises i figur 1 under,
der varierte semiotiske representasjoner av det matematiske objektet man kan kalle tallfglge

med gkning pa tre belyser ulike aspekt ved objektet.
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Figur 1: Varierte semiotiske representasjoner av tallfglge med gkning pa tre

Bruken av varierte representasjoner for a diskutere, forklare og se sammenhenger mellom
matematiske ideer, bade i undervisning og i problemlgsning, kan ifglge Waege og Nosrati
(2018) bidra til at elevene far en dypere forstaelse i matematikk (s. 97). Oppsummert vil det &
forsta et matematisk objekt innebaere; & kunne gjenkjenne ulike semiotiske representasjoner av
objektet, & kunne fleksibelt behandle objektet i det gitte representasjonssystemet, samt a kunne
transformere objektet fra et representasjonssystem til et annet (Lesh et al., 1987, s. 4; Hana,
2014, s. 131). Pa bakgrunn av representasjonenes egenskaper og karakter kan de klassifiseres i

ulike semiotiske representasjonssystem.



2.1.1 Klassifisering av semiotiske representasjonssystem

For & utfere matematisk aktivitet, som for eksempel problemlgsning, trenger man tilgang pa
ulike semiotiske representasjonssystem som kan benyttes fritt i henhold til oppgaven som skal
utfgres, eller i henhold til spgrsmalet som stilles (Duval, 2006, s. 108). Duval (2006)
klassifiserer semiotiske representasjoner etter hvorvidt de er diskursive eller ikke, og om de er
mono- eller multifunksjonelle (s. 110). Om et representasjonssystem er diskursivt handler om
hvorvidt det gar an a uttrykke matematiske utsagn i systemet (Hana, 2014, s. 144). Duval (2006)
skiller mellom monofunksjonelle og multifunksjonelle system, fordi dette skillet er knyttet til
hva slags matematiske prosesser som finner sted (Hana, 2014, s. 145). Klassifiseringen
presenteres skjematisk i figuren under, og viser ulike semiotiske representasjonssystem og

hvordan disse kan transformeres til andre system.

Diskursive representasjoner Ikke-diskursive representasjoner

Multifunksjonelle Naturlig skriftlig og muntlig sprak som a lkoniske tegninger, skisser og mgnster

representasjonssystem = notere oppgaveinformasjon pa vertikale ™ T ".‘ —
Ly v 11—

flater, muntlige forklaringer og

. . . . lkke-ikoniske geometriske konstruksjoner
diskusjoner i Igsningsprosesser

Overgangsrepresentasjoner: Manipulative konkreter som fyrstikker, tellebrikker, base 10 materiell og multilinks
Monofunksjonelle Symbolske representasjonssystem Kartetiske grafer
representasjonssystem || |som symbolsk algebraisk notasjon eller Som diagrammer og grafer

algoritmiske beregninger

F,.=3n+1

Figur 2: Klassifisering av ulike representasjonssystem - oversatt og tilpasset etter Duval (2006, s. 110)

De ulike representasjonene er delt inn etter hvilken type semiotisk system de tilhgrer. De
monofunksjonelle representasjonssystemene, som vi finner nederst i figuren, er systemer der
den eneste funksjonen er & utfgre matematiske prosesser (Duval, 2006, s. 109). Til venstre
finner man symbolske representasjonssystemer, der blant annet beregninger finner sted, og til
hgyre finner man diagrammer og grafer (Duval, 2006, s. 110). | de multifunksjonelle
representasjonssystemene, som befinner seg gverst i figuren, kan ogsa matematiske prosesser
gjennomfgres, men de har ogsa andre funksjoner (s. 109). Matematiske prosesser kan for

eksempel gjennomfgres med det muntlige spraket, men spraket har ogsd mange andre
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funksjoner, og er derfor et multifunksjonelt system (Hana, 2014, s. 145). Til venstre finner man
naturlig muntlig og skriftlig sprak, og til hgyre finner man ikoniske tegninger og ikke-ikoniske
visuelle fremstillinger som geometriske konstruksjoner. Duval (2006) papeker at muntlig sprak
og visualiseringer ofte benyttes for & gi mening til matematiske prosesser som utferes innen det
monofunksjonelle systemet (s. 127). Ifglge Duval (2006) er bruken av multifunksjonelle
representasjonssystem en av de viktigste kildene til forstaelse i matematikk, og er helt
essensielle i matematikk og matematisk tenkning (s. 115, 126). En annen klassifisering av

semiotiske representasjoner innen matematikk og problemlgsning, er gitt av Lesh (1981).

Lesh (1981) identifiserer fem ulike typer matematiske representasjoner og representasjons-
system som forekommer i matematisk lsering og problemlgsning; visuelle, symbolske, verbale,
manipulative konkreter og kontekstuelle. Dette er presentert i figur 3 under, som viser

eksempler pa en lgsningsstrategi representert i de fem ulike systemene.
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Figur 3: Klassifisering av ulike representasjoner - oversatt og tilpasset etter Lesh et al. (1987)

Manipulative konkreter er fysiske representasjoner av ulikt materiell, som er designet for at
elever kan lzre bestemte matematiske konsept ved a manipulere dem (bevege, fjerne, ta og fale
pad) (Johnson, 2018, s. 2). Dette kan veere fyrstikker, tellebrikker, base 10 materiell, brakbrikker,
multilinks eller lignende som kan brukes for a konkretisere og visualisere matematiske objekt,
begreper eller lgsningsstrategier (Lesh et al., 1987, s. 1). De innebygde relasjonene og

operasjonene til manipulative konkreter passer til mange dagligdagse situasjoner, og kan gke
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forstaelsen hos elever (Lesh et al., 1987, s. 1; Duval, 2006, s. 109). Det er imidlertid ikke alltid
konkretene i seg selv som bidrar til forstaelse, men manipulasjonen av dem, altsa at elevene

kan flytte pa dem, ta bort, telle etc. (Johnson, 2018, s. 2).

Visuelle representasjoner er mer abstrakte enn manipulative konkreter, og uttrykkes ved bruk
av tegning, illustrasjoner, bilder, diagrammer, tallinje eller grafiske visualiseringer (Johnson,
2018, s. 2). Elementene her kan ikke utrykke matematiske utsagn i seg selv, men sammen med
ord, tall og symboler skaper de mening, og kan bidra til forstaelse bade i laering og matematisk
kommunikasjon (Duval, 2006, s. 109). | figur 3 ses en tallinje med tilhgrende symboler, og pa
den maten skaper visualiseringen forstaelse og kan bidra i lgsningsprosessen. | problemlgsning
pa vertikale flater kan bruken av visuelle representasjoner i form av elevgenererte tegninger,

veaere en viktig bidragsyter i lasningsprosessen, og utdypes derfor naermere i delkapittel 2.2.4.

| det kontekstuelle representasjonssystemet er kunnskap organisert rundt real-world hendelser
som fungerer som generelle kontekster for a tolke og lgse enkelte matematiske oppgaver (Lesh
et al. 1987, s. 1). Ved & knytte matematikk til realistiske kontekster kan problemet som skal
lases oppleves mindre abstrakt og mer gjenkjennbart da det kobles til noe de kan noe om fra
far, og dermed blir problemet mer handterbart for elevene. Realistiske kontekster kan altsa bidra
til & skape en bro mellom tidligere kunnskap, det som skal lares, og hverdagsmatematikken.
Kontekstualisering kan skje gjennom & bruke eller lage en regnefortelling, som vist i figuren
over, eller ved a koble et objekt, begrep eller matematisk problem til en hverdagssituasjon, som
for eksempel a bygge blomsterkasser (Johnson, 2018, s. 3). For a fremme elevers motivasjon
og utholdenhet i problemlgsningsoppgaver er det viktig a ta utgangspunkt i kjente kontekster

som elevene finner interessante og meningsfulle (Lesh et al., 1987, s. 5).

o

Den muntlige maten & uttrykke matematikk pa hgrer naturlig innunder det verbale
representasjonssystemet. Gjennom verbale formuleringer kan elever sette ord pa sine ideer og
tankerekker, og gve seg pa faglige begrep. Dette er svart viktig ettersom evnen til &
kommunisere ideer, drgfte problem, strategier og lgsninger har stor betydning for elevers
leering, motivasjon og forstaelse i matematikk (Wage & Nosrati, 2018, s. 128). Verbal
kommunikasjon er en viktig del av samarbeidet og problemlgsningsprosessen pa de vertikale
flatene (Liljedahl, 2021).

Det symbolske representasjonssystemet refererer til skriftlige uttrykksformer i matematikk, og

omhandler tall, symboler, bokstaver, ord og setninger, og kan oppfattes som den mest abstrakte
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representasjonsformen (Lesh et al., 1987). | likhet med verbale formuleringer finner man ogsa
her utrykk som er spesielle for matematikk som for eksempel Fn=3n+1 som befinner seg i det
monofunksjonelle systemet, men ogsa skriftlig tekst, som vanlige setninger og fraser, som
befinner seg i det multifunksjonelle systemet (Lesh et al., 1987, s. 1; Duval, 2006).

Klassifiseringsmodellen til Lesh et al. (1987) (figur 3) er et mye brukt didaktisk rammeverk for
a minne larere pa & benytte varierte semiotiske representasjoner i undervisningen. Dette bidrar
til at elever ser sammenhenger, og pa sikt mestrer a selv benytte ulike representasjoner og
overganger mellom disse i matematisk aktivitet og problemlgsning. Modellen kan ogsa benyttes
til & samtale om forskjellige typer semiotiske representasjoner, og eventuelt benyttes for a
undersgke elevers bruk av representasjoner og deres evne til & transformere mellom ulike
representasjoner. | likhet med Duvals (2006) modell (figur 2) understreker ogsa klassifiserings-
modellen til Lesh et al. (1987) at elevenes evne til & representere og behandle matematiske
objekt i de fem ulike systemene er viktig i seg selv. Det er derimot overganger mellom ulike
representasjonssystem som er det viktigste for forstaelse og lering av matematikk (Duval,
2006). Det & kunne bruke varierte semiotiske representasjoner og se sammenhenger mellom
dem kan da danne grunnlag for en dypere matematisk forstaelse (Lesh et al., 1987; Duval,
2006).

2.1.2 Transformasjoner mellom semiotiske representasjoner

A veksle mellom- og forandre pé representasjoner kalles transformasjoner mellom semiotiske
representasjoner (Hana, 2014, s. 147). Transformasjoner er helt sentrale i klassifiserings-
modellene til Lesh et al. (1987) og Duval (2006). Begge modellene skiller mellom to ulike typer
transformasjoner; between-system mapping/conversion, oversatt til overganger, og within-
system operations/treatment, oversatt til behandlinger (Lesh et al., 1987, s. 3; Duval, 2006, s.
111). En behandling kjennetegnes ved at man utfgrer en matematisk operasjon innenfor et og
samme representasjonssystem (Duval, 2006, s. 111). Et eksempel her kan vere:

Fr=4+3(n-1)=4+3n-3=3n+1

Behandlingen fra det farste til det andre uttrykket, i eksempelet over, omtales ofte som &
multiplisere inn i parentesen, og uttrykker en identitet innenfor algebra. Behandlingen fra det
andre til tredje uttrykket uttales ofte som a trekke sammen i matematikk. |
klassifiseringsmodellen til Duval (2006) figur 2, er behandlinger markert med tjukke bgyde
piler, og i modellen til Lesh etal. (1987) figur 3, tilsvarer behandlinger piler som viser til samme

representasjonssystem.
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En overgang kjennetegnes ved at et matematisk objekt transformeres fra et representasjons-
system til et annet, og kan ses som rette piler i figur 2 (Duval, 2006, s. 112). Et eksempel pa

dette kan veere:

Tuttifrutti J.kuler Sjokolade Sitron

Kiosken har tre ulike smaker pa is; Mangois

mango, jordbar og vanilje. | tillegg

har de fire ulike typer strg: Tuttifrutti J.kuler Sjokolade Sitron

. ! . _' . Jordbeeris

jordbeerkuler, tuttifrutti, sjokolade og sitron. 2> 34=12
Hvor mange ulike kombinasjoner av is Tuttifrutti Jkuler Sjokolade Sitron

og strg kan du velge mellom? Vaniljeis

Her benyttes tre forskjellige typer representasjonssystem; kontekstuelt, visuelt og symbolsk.
Ved lgsning av det kontekstuelle problemet skjer to overganger; ferst en visualisering og
deretter en symbolisering. Overganger kan i Lesh et al. (1987) sin klassifiseringsmodell, figur
3, ses som rette piler mellom de ulike representasjonssystemene. Figur 4 under viser en oversatt
og tilpasset versjon av en tidligere variant av Lesh (1981) sin modell. | dette prosjektet benyttes
modellen for & identifisere og navngi overganger mellom ulike representasjonssystem som

elevene foretar seg i lgsningsprosessen.
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Figur 4: Overgangsprosesser - oversatt og tilpasset etter Lesh (1981)

Behandlinger viser altsa til en eller flere transformasjoner innenfor det samme
representasjonssystemet, mens overganger viser til en transformasjon mellom ulike
representasjonssystem. Ifglge Duval (2006) er behandlinger viktige rent matematisk, men det
er overganger som er den avgjgrende faktoren for leering (s. 103). «..the ability to change from
one representation system to another is very often the critical threshold for progress in learning

and for problem-solving» (s. 107). Han peker ogsa pa at overganger er transformasjoner som
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er mer komplekse enn behandlinger, ettersom enhver endring av system ferst krever en
gjenkjennelse av det samme matematiske objektet representert ulikt (s. 112). |
kombinatorikkeksempelet over kan det dukke opp utfordringer med hvilken regneart som skal
benyttes, tolkning av ulike begrep, a trekke ut viktig informasjon etc. Man kan ikke ta for gitt
at overganger mellom ulike representasjoner foregar automatisk og knirkefritt (Hana, 2014, s.
131). Duval (2006) poengterer at overganger dermed bgr f& mye mer oppmerksomhet i
matematikkundervisningen enn det tradisjonelt har fatt (s. 105). | problemlgsning benytter man
seg ofte av flere ulike representasjoner og overganger mellom disse, og som nevnt
innledningsvis kjennetegnes gode problemlgsere av deres fleksible bruk av representasjoner
med ulike egenskaper (Lesh et al., 1987, s. 6). | dette prosjektet observeres problemlgsning pa
vertikale ikke-permanente flater for & undersgke hva som kjennetegner elevers bruk av
matematiske representasjoner og overganger mellom disse i valgene og skiftene elevene foretar
seg i lgsningsprosessen. Dermed vektlegges transformasjoner av typen overganger her, og

behandlinger far da liten plass.

| tillegg til bruk av ulike semiotiske representasjonssystem i matematisk tenkning og
problemlgsning, kreves det ogsa kognitiv koordinasjon (Duval, 2006, s. 126). Man ma
koordinere de ulike representasjonene samtidig som man koordinerer endringen i
representasjonen, elever ma da kunne identifisere likheter og forskjeller mellom
representasjoner for & kunne bruke dem effektivt sammen (Hana, 2014, s. 168). Det krever
dermed kognitive aktiviteter, og ofte bruk av flere representasjoner multimodalt, for & omgjare
informasjonen fra en representasjon til en annen slik at en overgang kan skje (Lesh et al., 1987,
s. 5, 7). Dette kan for eksempel veere nar man benytter muntlig sprak for a beskrive overganger,
som i kombinatorikkoppgaven over der elever ma mestre utfordringen med & ga fra det
kontekstuelle, via en elevgenerert tegning og til det symbolske, mens de benytter muntlig sprak
og gester for a gke forstaelsen og statte overgangene i lgsningsprosessen. Her kan overgangen
betraktes som en en-til-en korrespondanse mellom representasjonssystemene. Duval (2006)
kaller slike situasjoner for overganger som er mer kongruente (s. 122). For at en overgang skal
vaere kongruent kreves det at den innehar en en-til-en korrespondanse, at alle elementene er
representert og at organiseringen av dem er den samme som i det opprinnelige
representasjonssystemet (Duval, 2006, s. 122). Dermed er det vanskelig med helt kongruente
overganger (ellers hadde ikke ulike representasjoner gitt ulik informasjon om objektet), men de
kan gjeres mer eller mindre kongruente (s. 122-124). Vel sa ofte er oppgaven av en slik art at

det derfor vanskeliggjar kongruente overganger. Dette kan man blant annet se ved blokktegning
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(utdypes i delkapittel 2.2.4), der visualiseringen har et hgyt abstraksjonsniva som vanskeliggjar
at overgangen i stor grad kan gjeres kongruent. Matematisk forstaelse skjer gjennom en
koordinering av ulike representasjoner, og matematiske tankeprosesser er da avhengig av en

kognitiv synergi av representasjonssystem (Duval, 2006, s. 126).

For a koordinere kommunikasjon, og underbygge overganger i matematikkundervisningen og
i problemlgsning, er det viktig at overganger gjares eksplisitte. Eksplisitte overganger handler
om a tydeliggjere og gke forstaelsen i overgangen mellom ulike representasjonssystem, samt a
uttrykke sammenhengene mellom representasjonene (Solem, 2020, s. 38). Dette kan gjares ved
at leerer, og elever som samarbeider i lgsningsprosesser, benytter ulike mediatorer som piler,
ringe rundt, understreking, markere med ulike farger, muntlig sprak, kroppssprak og gester.
Gester kan bidra til & gkt forstaelse av muntlige forklaringer og resonnement, og kan fungere
som en viktig statte i overganger mellom ulike representasjoner pa de vertikale flatene. For a
gi mening i den matematiske kommunikasjonen og overgangene mellom de ulike

representasjonssystem i gruppesamarbeidet kan gester dermed spille en stor rolle.

2.1.3 Gesters rolle i problemlgsningsprosesser

Gester og sprak er to sider av samme sak, og gester kan defineres som; spontane bevegelser av
armer og hender som er tett synkronisert med talestremmen (McNeill, 1992, s. 11). Gester kan
dermed ses pa som kroppsbevegelser som er direkte involvert i kommunikasjonsprosesser, og
som er med pa a forsterke meningen av muntlige utsagn (Roth, 2002). Gester kan ha aspekter
av mer enn en av falgende dimensjoner; ikoniske (symbolske handbevegelser, som a lgfte
hendene for & indikere at alle skal reise seg), metaforiske (billedlige og som representerer en
abstrakt ide, som a tegne et kvadrat i luften, eller vise det ved a bruke fire fingre mot hverandre),
deiktiske (pekebevegelser som ofte utfares med pekefingeren, for eksempel a peke pa en visuell
representasjon av figurmenster), rytmiske (gjentatte gester som understreker muntlig utsagn,
som prikking/banking med pekefinger for eksempel) (McNeill, 2005; Bjuland et al., 2008). |
tillegg er gester en del av sosial interaktivitet, altsa en del av samhandlingen mellom
mennesker, som blant annet i samspillet og kommunikasjonen mellom elever i en

problemlgsningsprosess pa vertikale flater (McNeill, 2005).

Gester kan ses pa som en bro mellom det visuelle og det verbale, da gester binder sammen
handling, bilder, minne, tale og matematisk problemlgsning (Edwards, 2005, s. 135). Edwards
(2005) papeker at sekvensen av gester ofte er synkronisert med beskrivelsen av

problemlgsningen (s. 137). Dermed kan gester spille en viktig rolle i & komme frem til en
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lgsningside ved at elever peker pa viktige element og representasjoner i lgsningsprosessen, og
bidra til selve lgsningen av problemet (s. 137). Gester har dermed en viktig funksjon i
Igsningsprosessen og i gruppesamarbeidet pa de vertikale flatene i dette prosjektet, i tillegg til
a skape bro mellom det verbale og det visuelle. Visuelle representasjoner, blant annet i form av
elevgenererte tegninger, kan som nevnt i beskrivelsen av Lesh (1981) sin klassifiseringsmodell

veere en viktig bidragsyter i problemlgsningsprosessen.

2.1.4 Visualisering — tegning for problemlgsning

Visualisering er evnen, prosessen og produktet av a skape, tolke, benytte og reflektere over,
bilder, tegninger og diagrammer, kognitivt, pa papir/tavler eller digitalt, med det formal a
skildre og formidle informasjon, tenke pad og utvikle tidligere ukjente ideer, samt fremme
forstaelse (Arcavi, 2003, s. 217). Arcavi (2003) peker pa at visualisering blir anerkjent som en
nekkelkomponent i resonnering, problemlgsning og bevis (s. 235). Visualisering bade som
produkt, kreativ lgsningsprosess, tolkning og refleksjon har en gkende synlighet i matematikk
og i undervisning (s. 1). Det skyldes at tegnestrategier er et viktig redskap for & fremme elevers

leering og problemlgsning (Rellensmann et al., 2017, s. 53).

| problemlgsning beskriver tegninger prosessen og produktet av a generere en illustrasjon som
korresponderer med objekt og relasjoner beskrevet i oppgaven (Rellensmann et al., 2017, s.
54). Ngyaktigheten til tegninger beskriver dermed i hvilken grad en tegning representerer riktig
objekt og relasjoner i oppgaven (s. 56). Rellensmann et al. (2017) skiller mellom to typer
tegninger; situasjonstegning som er en representasjon av problemsituasjonen og billedlig
skildrer objektene beskrevet i oppgaven i henhold til deres visuelle utseende, og matematisk
tegning som gir en representasjon av den matematiske modellen, og viser dermed kun
Igsningsrelevante objekter fra problemsituasjonen som alle er redusert til sine relevante
matematiske egenskaper (s. 57). En situasjonstegning som skildrer problemets overflatestruktur
har et lavt abstraksjonsniva, mens en tegning som fokuserer pa problemets matematiske struktur
her et hgyt abstraksjonsniva (s. 56). | dette prosjektet betegnes matematisk tegning som abstrakt
matematisk visualisering, for a understreke det abstrakte. Elever genererer ikke alltid rene
situasjonelle eller abstrakte matematiske tegninger, men ofte en kombinasjon. | dette prosjektet
betegnes denne kombinasjonen som ikonisk matematisk visualisering, hvor begrepet ikonisk er
inspirert av Duvals (2006) klassifiseringsmodell. Dette er tegninger bestaende av streker og

enkle former, med eller uten tilhgrende symbol, skapt for a etterligne og representere de
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matematiske objektene i problemlgsningsoppgaven. Ikonisk matematisk visualisering er mer

konkret enn abstrakt matematisk visualisering.

Visualisering gjennom en elevtegning kan ifglge Arcavi (2003) bidra til en overgang, en
symbolisering, ettersom en tegning kan vare en faktor for a skape forstaelse (s. 220). Det vil
her si at tegninger kan bidra til en felles forstaelse av et problem eller en ide, og dermed til en
overgang fra det visuelle til det symbolske. Dette kan for eksempel vere gjennom en ikonisk
matematisk visualisering av en tallfalge med gkning pa tre pa de vertikale flatene, som kan

bidra til forstaelse og utarbeiding av en generell formel:

1

3 3 3 3 3 3 3 3 3

Her ser man at figuren gker med 3 hver gang, og man kan dermed utarbeide en eksplisitt formel:
Fr=3n+1

En abstrakt matematisk visualisering kan blant annet vaere en blokktegning. Blokktegning er
en spesifikk visualiseringsteknikk med hgyt abstraksjonsniva og ngyaktighet, samtidig som den
kan bidra i symboliseringsprosessen, og dermed fare til en mer vellykket problemlgsning
(Osman et al., 2018, s. 1). Denne strategien ble introdusert i matematikkundervisningen i
Singapore pa 1990-tallet, og kan bidra til kreativ tenkning i arbeid med problemlgsnings-
oppgaver (Osman et al., 2018, s. 2). Blokktegning er en form for visuell algebra, hvor et
matematisk problem visualiseres gjennom blokker eller rektangler som representerer kjente og
ukjente tall, som i oppgaven under (Hornigold, 2021; Har, 2007, s. 3).

Ravi og Samuel hadde 1775 frimerker til sammen. Samuel kjgper sa 85 frimerker til. Ravi har na tre

ganger sa mange frimerker som Samuel. Hvor mange frimerker hadde Samuel fer han kjepte flere?

Ravi: ‘
- 1775
Samuel: ‘

? 85

Her ser man at blokktegning er et verktgy som gir elever et middel til & handtere informasjon
og kompleksitet, og samtidig kommunisere deres tenkning gjennom bruk av visuelle elementer
(Har, 2007, s. 3). Ved hjelp av blokktegning kan altsa problemet visualiseres slik at det blir
lettere & se hvordan oppgaven kan lgses. Elevgenererte blokktegninger kan ifglge Osman et al.

(2018) vere et verdifullt verktgy for & lgse ikke-rutinemessige problem, da det gir elever
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mulighet til & forsta, se sammenhenger samt bidra i lgsningsprosessen, og dermed gke deres
problemlgsningsevner (s. 2-7). Visualisering i form av tegning kan dermed gi god hjelp med a
fa oversikt over problemet, gke forstaelsen og bidra i problemlgsningen (Hana, 2014, s. 174).

Visualisering fungerer da som en viktig komponent i den matematiske problemlgsningen.

2.2 Matematisk problemlgsning

Matematisk problemlgsning er som nevnt innledningsvis sett pa som et viktig aspekt innen
undervisning- og leering av matematikk, da dette er en viktig ferdighet som elever bgr inneha,
serlig i mgte med fremtidig arbeidsliv (Liljedahl et al., 2016, s. 1, Osman et al., 2018, s. 1). Det
finnes utallige mater a definere problemlgsning pa, men det eksisterer en felles enighet om at
problemlgsning er det man gjer nar man ikke helt vet hva man skal gjgre (Liljedahl, 2021, s.
19). Problemlgsning er derfor ikke en ngyaktig anvendelse av en kjent prosedyre eller formel.
En oppgave kan dermed veere et problem for en elev, men behgver ikke veere det for en annen.
Det betyr ogsa at det som en gang var et problem for en elev pa et tidspunkt, ikke trenger a vere
det senere. Problemlgsning handler om mer enn selve svaret, det handler like mye om a finne
ulike mater & lgse problemet pa, som a lgse det (Hgines, 1998, s. 169). Da blir arbeid med
problemlgsning bade et mal for undervisningen og en arbeidsmate for a utvikle kompetanse
(Lampert, 1990). Vellykket problemlgsning handler da om lgsningsprosessen og de valgene og
fokusskiftene elevene tar for a drive prosessen fremover. Det er dermed ikke svaret som er
malet i en vellykket problemlgsning, men drivkraften i lgsningsprosessen som fremmer

elevenes lering.

Problemlgsning hjelper elever med a lgse problemer knyttet til hverdagslige kontekster ved a
benytte deres matematiske kunnskaper og ferdigheter pa nye mater (Osman et al., 2018, s. 1).
Det er mange faktorer som pavirker elevers problemlgsningsevner, blant annet elevers bruk av
effektive semiotiske representasjoner og overganger mellom disse, bruk av gester for a gi
muntlige utsagn mening og for & skape bro mellom det muntlige og det visuelle, samt
visualisering gjennom elevgenererte tegninger som har en viktig rolle i lgsningsprosessen (Lesh
et al.,, 1987; Arcavi, 2003; Van Essen & Hamaker, 1990; Edwards, 2005). Learerens
pedagogiske undervisningsmate er en annen viktig faktor ndr det gjelder elevers
problemlgsningsevner (Osman et al., 2018, s. 2). Det er dermed behov for et utforskende
elevaktivt leeringsmiljg som bygger pa et sosiokulturelt leeringssyn, og som legger til rette for
at elever kan samarbeide om kognitivt krevende oppgaver, og pa den maten utvikle sine

problemlgsningsevner. | et klasserom inneberer dette arbeidsmater der nysgjerrighet,
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kreativitet og evne til & se sammenhenger er viktige komponenter, og der elevene far trening i
a resonnere, kommunisere og benytte ulike representasjoner og heuristikker (Klaveness et al.,
2019, s. 177). For a fa til dette trenger man valgrike leeringsmiljg som gir elever mulighet til &
tenke matematisk (Koichu, 2018; Liljedahl, 2021). Her samarbeider elever i

problemlgsningsprosessen mens de foretar ulike valg og fokusskifte mellom ulike ressurser.

2.2.1 Valg og fokusskifte i problemlgsningsprosesser i valgrike laeringsmilje

Uttrykket noticing handler om & legge merke til noe, for eksempel legge merke til detaljer i en
tegning som kan drive prosessen fremover og i mal, i motsetning til & handle pa bakgrunn av
vane eller automatiserte regneoperasjoner (Mason, 2011, s. 1, 2). Mason (2011) forklarer
noticing som en forskyvning, eller et skifte av oppmerksomhet (s. 11). For a karakterisere shifts
of attention (fokusskifte) vurderer Mason (2008, 2016a) hva problemlgseren retter fokus mot
og hvordan hun gjar dette gjennom 4 se pa skifter i fokuset. Han stiller ogsa spgrsmal om nar
man skal introdusere og arbeide med problemlgsningsoppgaver i klasserommet, og nar laerer

skal gripe inn og pa hvilken mate (Mason, 2008, 2016b).

Fokus er en manifestasjon av vilje og intensjon, og har ifglge Mason (2008) en makro- og en
mikrostruktur (s. 4). P2 makroniva varierer fokus i multiplisitet, og kan da veere rettet mot et-
eller flere steder pa en gang, og svarer til Masons (2008) what (s. 4). Man kan dermed pa
makroniva observere hva problemlgseren retter fokuset sitt mot. Utover dette har ogsa fokus
mikrokvaliteter som svarer til Masons (2008) how, og her kan man observere hvordan
problemlgseren strukturerer- og endrer fokus (s. 5). Pa mikroniva skiller Mason (2008) mellom
fem ulike mater a strukturere fokus; problemlgseren (1) fokuserer pa helheten heller enn
detaljene (for eksempel for a fa et overblikk over problemlgsningsoppgaven), (2) fokuserer pa
spesifikke detaljer (som a trekke ut en viktig detalj fra den elevgenererte tegningen), (3)
gjenkjenner sammenhenger mellom spesifikke elementer (se sammenhenger mellom for
eksempel visualiseringen av ulike is-kombinasjoner og tallsymboler), (4) gjenkjenner
egenskapene ved det representerte objektet (som & oppdage produktregelen ved en
kombinatorikkoppgave), og til slutt (5) resonnerer pa grunnlag av de gjenkjente egenskapene
(baserer videre resonnement pd en ide, som & benytte produktregelen i det endelige
lgsningsforslaget) (s. 5). Palatnik og Koichu (2014, 2015) legger til et why til masons what,
how and when, for & kunne studere hvorfor problemlgseren skifter fokus fra et objekt til et annet
pa den méaten hun gjer. Arsaken kan for eksempel veare fordi hun star fast, finner ut at
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heuristikken ikke fungerer som tenkt, eller ma benytte seg av hint fra eksterne ressurser for a

komme videre i prosessen.

Koichus (2018) skift og valg modell (SCM-modell), bygger videre pa ulike teorier og tidligere
forskning innen problemlgsning, blant annet arbeidet til Polya, Schoenfeld og Mason. Masons
(2008) teori om fokusskifte, redegjort for over, er det overordnede konseptuelle rammeverket
som modellen har sitt utspring fra (Koichu, 2018, s. 309). SCM-modellen for matematisk
problemlgsning, figur 5, fremmer ideen om at lgsningsprosessen bestar av en rekke valg
problemlgseren tar, samt beskriver hvordan hun skifter fokus i prosessen. Premisset her er at
en ngkkellgsningside til et problem er konstruert som et resultat av skiftende fokus mellom
deltakernes individuelle ressurser, interaksjonen innad i gruppen, og eksterne ressurser (som

andre grupper, lereverk, digitale hjelpemidler, laerer etc.) (s. 308).
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Nekkellgsningsideen
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Figur 5: Presentasjon av SCM-modellen - oversatt og tilpasset etter Koichu (2018, s. 310)

Den indre delen av modellen omhandler prosessen som kan kalles heuristiske
tiln@ermingsmater, med referanse til Polya (1945) og Schoenfeld (1992). Heuristiske
tilnrmingsmater er beskrivelse av generelle problemlgsningsstrategier som elever kan benytte
i lzsningsprosesser. Det kan for eksempel vare; a se etter manster, lage en visualisering, preve
og feile/gjett og sjekk, arbeide baklengs, endre angrepsmate, lage en systematisk tabell eller
tenke pa et tilsvarende problem (Bjgrnestad et al., 2013, s. 273). | den indre delen av modellen

i figur 5, ser man pa hvilke aktiviteter og ressurser problemlgseren skifter fokuset mellom pa
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veien mot et lgsningsforslag av et matematisk problem (Koichu, 2018, s. 309).
Ngkkellgsningsideen er i senter av modellen ettersom dette er en heuristisk ide som en av
problemlgseren kommer frem til og deler med resten av gruppen, og som kan fare til en full

Igsning av problemet (s. 310).

Den ytre delen av modellen omhandler en rekke valg som problemlgseren kan ta nar det
konstrueres en kjede av fokusskift i prosessen mot a finne en ngkkellgsningside til problemet
(Koichu, 2018, s. 309). Modellen tar hensyn til fglgende valg; valg av en utfordring som ma
handteres, valg av schemata, som er alle mulige matematiske verktgy og ressurser
(representasjoner, heuristikker, strategier) problemlgseren har tilgjengelig og kan benytte i
problemlgsningsprosessen for a handtere utfordringen, valg av modus for samhandling, valg av
omfang av samarbeid, og valg av en agent a leere av (s. 309; Koichu, personlig kommunikasjon,
29. mars 2022). Sett opp mot problemlgsning i Liljedahls (2021) tenkende klasserom og dette
forskningsprosjektet handler dette om; valg av relevant informasjon i problemlgsnings-
oppgaven, valg av heuristikker og representasjoner som kan bidra i lgsningsprosessen, valg av
hvor aktive man er og hvilken rolle man har i gruppen, og valg av en agent a lere av for 8 motta

sma hint eller innhente kunnskap som kan drive lgsningsprosessen videre.

Kort oppsummert bygger SCM-modellen pa tre premisser; (1) det er en problemlgser som
oppdager ngkkellgsningsideen, selv i et gruppesamarbeid, (2) en ngkkellgsningside
fremkommer som et fokusskifte i en rekke av flere skift i lasningsprosessen, og (3) rekken av
fokusskift er fastsatt av valg problemlgseren har mulighet til a ta (s. 311). Valgene kan tas ved
a benytte seg av fglgende ressurser; individuelle ressurser, interaksjon innad i gruppen, og
interaksjon med en ekstern ressurs, som for eksempel hint fra en lerer, en medelev eller en

annen gruppe, internett, leerebok etc. (s. 311).

Nar problemlgsning ses pa som en samarbeidsprosess apnes muligheten for at fokusskift kan
bli pavirket av innspill fra andre, og gruppesamarbeidet kan da gke hver enkel problemlgsers
mulighet til & komme frem til en ngkkellgsningside (Koichu, 2018, s. 314). Muligheten til
interaksjon med en ekstern ressurs kan endre fokusskiftene til problemlgseren, og i verste fall
sd mye at det ikke lenger handler om problemlgsning, men en lgsningsforstaelsesprosess.
Koichu (2018) papeker derfor viktigheten av at eksterne ressurser (leerer, medelever i andre
grupper) kun bidrar med sma hint eller papeker viktige fakta, og ikke presenterer hele lgsningen
for problemlgseren eller gruppen (s. 317). Rekkene av fokusskift i problemlgsningsprosesser
fastsettes i hovedsak av valg som problemlgseren har mulighet til & foreta seg. Det er
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matematikklzreren som legger til rette for hvilke valg elevene kan ta, og derfor er det ifglge
Koichu (2018) viktig a ha dette i tankene bade med tanke pa oppgaver, organisering av

samarbeidsprosesser og etablering av et elevaktivt leeringsmiljg (s. 319).

Elevaktiv leering har utspring i John Dewey (1963), som har med sin teori learning by doing en
ide om at elever bgr veere mer involverte i hva og hvordan de leerer (Koichu, 2018, s. 320).
Koichu (2018) bygger pa Deweys (1963) ide, og kaller det for constructing choice-affluent
learning environments (s. 320). Med valgrike laeringsmiljg mener Koichu (2018) miljg der
elever kan velge det mest passende til enhver tid av de ulike valgene og fokusskiftene beskrevet
i SCM-modellen over (s. 320). For at vellykket problemlgsning skal finne sted fremhever
Koichu (2018) viktigheten av et leringsmiljg som gir elever mulighet til & veere kreative,
samhandle og ha valgmuligheter i problemlgsningsprosessen (s. 320). Liljedahls (2021)
tenkende klasserom er et eksempel pa et slikt valgrikt leeringsmilje.

2.2.2 Tenkende klasserom og vertikale ikke-permanente flater

Tenkende klasserom som undervisningsramme gir elever mulighet til & samarbeide om
kognitivt krevende oppgaver, hvor malet er & fa flere elever til & tenke matematisk over lengre
tid (Pruner & Liljedahl, 2021, s. 756). Liljedahls (2021) forskning bygger pa 14 faktorer som
utgjer kjernen i hver matematikklaerers praksis. Dette er blant annet; hvilke oppgavetyper man
ber benytte, hvordan sette sammen grupper, hvor bgr elevene jobbe, og hvordan besvare
sparsmal (s. 14). Han presenterer den praksisen i hver av disse faktorene som genererer mest
matematisk tenkning. Building thinking classrooms framework, er altsd et rammeverk
bestdende 14 praksiser for a forme et tenkende klasserom (s. 281). Oppsummert har tenkende
klasserom falgende definerende egenskaper; elever lgser problemlgsningsoppgaver i synlige
tilfeldige grupper pa vertikale ikke-permanente flater (Pruner & Liljedahl, 2021, s. 756). Videre
utdypes disse egenskapene, sammen med enkelte av praksisene som er av serlig relevans for

dette prosjektet.

For a fa elever til & tenke mer i matematikkundervisningen trenger de noe a tenke pa, og noe
som oppmuntrer til tenkning (Liljedahl, 2021, s. 19). | matematikk kan dette veere i form av
problemlgsningsoppgaver, og da gjerne knyttet til hverdagslige kontekster. Gode
problemlgsningsoppgaver krever at elevene setter seg fast og deretter tenker, eksperimenterer,
prgver og mislykkes, og at de bruker sin kunnskap pa nye mater for & komme seg videre i
lgsningsprosessen (s. 20). Oppgavene bar ogsa ha en viss tilknytning til matematiske tema og

kompetansemal, men da bgr de ifalge Liljedahl (2021) presenteres far elevene har lzrt hvordan
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de lgser oppgaver innen emnet (s. 27). Dette kan vare & benytte en problemlgsningsoppgave
innen kombinatorikk som introduksjon til sannsynlighetsregning, der elever selv far mulighet
til 2 oppdage og forsta sammenhenger, som produktregelen, far den presenteres av lerer. Like
viktig som gode problemlgsningsoppgaver er hvordan de presenteres for elevene (Liljedahl,
2021, s. 99).

Problemlgsningsoppgaver presenteres ofte som en tekstoppgave fra en lerebok, skriftlig pa
tavlen eller pa en smarttavle. Det viser seg imidlertid at oppgaver fra leerebgker farer til mindre
tenking enn om oppgaver presenteres muntlig (Liljedahl, 2021, s. 101). Muntlig presentasjon
gir leerer mulighet til & lgfte frem eller forklare viktige element i oppgaven, og besvare
eventuelle spgrsmal elever matte ha. Elever tenker ogsa mer og kommer raskere i gang med
Igsningsprosessen nar oppgaven presenteres for dem mens de star samlet rundt leereren, enn om
de sitter ved pulten (Liljedahl, 2021, s. 103). For & fremme et tenkende klasserom er det derfor
viktig & benytte gode problemlgsningsoppgaver og ha fokus pa hvordan de presenteres for
elevene, men det er ikke nok i seg selv, hvordan grupper dannes er ogsa av betydning (Pruner
& Liljedahl, 2021, s. 756; Liljedahl, 2021, s. 30).

Elevsamarbeid er et viktig aspekt i klasseromspraksisen, og har en dyp innvirkning pa leering
nar samarbeidet fungerer som tiltenkt (Liljedahl, 2021, s. 39). Den tradisjonelle
grupperingsmetoden kan vanskeliggjare oppnaelsen av denne dype laringen (s. 40). Dette skjer
pa grunn av en ubalanse mellom elevers- og laerers mal, og elevene entrer ofte gruppen som
passive deltakere uten intensjon om a tenke eller bidra med ideer i lasningsprosessen (s. 41).
En annen strategi for gruppedannelser er synlige tilfeldige grupper, ved for eksempel bruk av
nummererte ispinner som elevene trekker. Denne enkle synlige grupperingsstrategien kan fare
til en positiv endring i elevenes tankesett, og gjer at de entrer et gruppesamarbeid med intensjon
om a tenke og bidra (s. 44). 1 tillegg kan grupperingsstrategien bidra til & bryte ned sosiale
barrierer i klasserommet, gke kunnskapsmobiliteten innad i og mellom gruppene, gke viljen til

a samarbeide samt gke engasjementet for matematikk (s. 45-49).

Liljedahl (2021) peker ogsa pa at den ideelle gruppestarrelsen fra 3. trinn og oppover er tre
elever, da dette gir en fin balanse mellom redundans (sprak, interesser, kunnskap etc.) og
mangfold i ideer, tanker, representasjoner etc. (s. 44). Elevene kan med fordel fa ulike roller i
gruppene; skriveren har hovedansvar for & notere tanker og ideer pa den vertikale flaten
gjennom bruk av ulike representasjoner, fortelleren har ansvar for & presentere

Igsningsprosessen muntlig for andre grupper, og speideren har ansvar for & speide etter sma
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hint. For at elevene skal opprettholde flyten og engasjementet i lasningsprosessen er det viktig
at leerer tilbyr asynkrone hint ved behov (s. 156). | tenkende klasserom fungerer da leerer som
et stgttende stillas og hjelper elever inn i den proksimale utviklingssonen, altsa sonen der en
elevs muligheter utvides i et sosialt samspill med andre (Imsen, 2014, s. 194). Med sma hint fra
leerer, kan potensielt kunnskapsniva komme til syne og bidra i problemlgsningsprosessen (Stray
& Wittek, 2014, s. 164, 139). | likhet med Koichu (2018) peker ogsa Liljedahl (2021) pa
viktigheten av at eksterne ressurser, som leerer eller andre grupper, kun bidrar med sma hint
eller papeker viktige fakta, og ikke presenterer hele lgsningen for elevene (s. 157). Med gode
problemlgsningsoppgaver og synlige tilfeldige grupperinger a tre elever, er man pa god vei for
a oppna et tenkende klasserom, men det krever ogsa at man utfordrer de institusjonelle normene

som finnes i mange av dagens klasserom.

Tilfeldig gruppering og samarbeid om lgsningsprosesser pa vertikale ikke-permanente flater,
som whiteboards, krittavler, vindu etc., viser seg a ha en positiv og dyp effekt pa elevers
tenkning og engasjement (Liljedahl, 2021, s. 58). Elevene tenker over lengre perioder,
diskuterer mer matematikk og er mer utholdende, selv nar oppgaven er vanskelig. En av
arsakene til dette er at elevene raskt kan viske bort eventuelle feil, som reduserer risikoen ved
& teste ut ulike heuristikker og ideer (s. 60). A jobbe stéende medfarer dessuten en bedre
positur, som igjen er knyttet til en gkning i energi og humer (Peper & Lin, 2012). Det gir ogsa
starre rom for ulike former for non-verbal kommunikasjon, som gester, ansiktsuttrykk og
kroppssprak, i tillegg til & ha en positiv effekt pa kunnskapsmobiliteten (Liljedahl, 2021, s. 61).
A la elever jobbe vertikalt gjer arbeidet deres synlig for alle i rommet og fremmer interaksjon,

som dermed gker muligheten for at ideer vil bevege seg mellom grupper (s. 61).

En gkende kunnskapsmobilitet farer ogsa til at elevene stoler mer pa hverandre, bade innad i-
og mellom gruppene, og dermed synker avhengigheten av laereren som eneste kunnskapskilde
i rommet, og elevers autonomi fremmes (s. 61, 137). Nar elever jobber individuelt sittende ved
pulten faler de seg ofte anonyme, og det farer til at elever blir uengasjerte. Nar elever jobber
ved de vertikale flatene fjernes denne anonymiteten, og sjansen for at fokuset rettes mot
elementer i lgsningsprosessen gkes (s. 62). Samtidig gir det leereren mulighet til & se alt som
foregar i rommet samt hvor gruppene er i lgsningsprosessen, og dermed gi sma hint og
tilbakemeldinger ved behov. En avsluttende Gallery walk, der lzerer og elever farer en detaljert
diskusjon av oppgaven ved & benytte gruppenes arbeid pa de vertikale flatene for en
gjennomgang av ulike lgsningsforslag, bidrar til stgrre grad av elevmedvirkende lering og
dybdelaring (s. 176).
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Tenkende klasserom som undervisningsramme tar Vygotskys rad pa alvor ved & legge til rette
for at elever kan invitere andre inn i sin tenkning nar de arbeider med problemlgsning (Stray &
Wittek, 2014, s. 145). Ved a la elever jobbe med problemlgsning i synlige tilfeldige grupper pa
vertikale flater, legger man opp til matematisk tenkning og samarbeid i et sosiokulturelt
perspektiv (Pruner & Liljedahl, 2021, s. 756; Imsen, 2014, s. 194). Sosiokulturelle teorier ser
pa laering som et sosialt fenomen, der kunnskap konstrueres gjennom praktiske aktiviteter i
interaksjon og samhandling med andre i leeringsmiljget (Skaalvik & Skaalvik, 2018, s. 32).
Vygotsky ser pa sprak som noe mer enn sprak i betydning «nasjonalsprak», han tenker pa sprak
som et fleksibelt semiotisk system av tegn (Sélsjo, 2016, s. 111). Som valgrikt leeringsmiljg gir
tenkende klasserom elever mulighet til & samarbeide og vaere kreative i arbeid med
problemlgsningsoppgaver gjennom bruk av varierte representasjoner i valgene og fokusskiftene
i lgsningsprosessen. Ngkkellgsningsideen konstrueres som et resultat av skiftende
oppmerksomhet mellom deltakernes individuelle ressurser, interaksjonen innad i gruppen, og
eksterne ressurser som andre grupper, oppgaveteksten og laererens hint, i likhet med Koichus
(2018) SCM-maodell.

2.3 Oppsummering av teoretisk rammeverk for analyse

| dette prosjektet undersgkes det hvordan elever benytter semiotiske representasjoner i
problemlgsning pa vertikale flater. Elevenes bruk av representasjoner, samt overgangen mellom
ulike monofunksjonelle- og multifunksjonelle representasjonssystemene, analyseres ved hjelp
av Lesh (1981, 1987) og Duvals (2006) klassifiserings- og transformasjonsteorier. Bruken av
elevgenererte tegninger, samt muntlig sprak og gester analyseres med utgangspunkt i begrep
fra Rellensmann et al. (2017) og Arcavis (2003) teorier om tegning for problemlgsning, samt
Roth (2002) og McNeills (2005) teori om gester og gesters rolle i problemlgsning. Med
bakgrunn i Masons (2008) teori om fokusskifte og Koichus (2018) skift og valg modell for
valgrike leringsmiljg, analyseres elevenes fokus pa makro- og mikronivd samt deres
fokusskifter og valg av blant annet schemata og en agent & leere av. Det undersgkes dermed
hvordan problemlgsningsprosessen drives fremover mot en ngkkellgsningside og en endelig
lgsning gjennom elevenes bruk av representasjoner og overganger mellom dem, samt hvilken
sammenheng dette har med elevenes valg og fokusskifter i lgsningsprosessen i konteksten av
Liljedahls (2021) tenkende klasserom. Datamaterialet som behandles og analysers er
transkriberte video- og lydopptak samt foto av elevenes arbeid pa de vertikale flatene.

Analysens funn drgftes ut fra tidligere forskning samt den teoretiske rammen redegjort for her.
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3 Metode

Det er i denne kvalitative casestudien undersgkt kjennetegn pa elevers bruk av semiotiske
representasjoner i problemlgsning. For a kunne belyse dette er det observert to elevgrupper, a
tre elever, sin lgsningsprosess i arbeid med fire problemlgsningsoppgaver pa vertikale flater.
Det er gjennomfert video- og lydopptak av samarbeidsprosessen og fotografering av elevarbeid
underveis. Datamaterialet er behandlet og kodet gjennom en abduktiv og tematisk tilneerming,
der kodene fremstod ved nearlesing av materialet, og deretter sett i lys av de teoretiske
perspektivene. Pa den maten utvidet empiri og teori gjensidig forstaelsen. Datamaterialet er
videre analysert ved hjelp av Duval (2006) og Lesh et al. (1987) sine rammeverk for
klassifisering og transformasjon av semiotiske representasjoner, begreper fra Mason (2008) og
Koichus (2018) teorier om fokusskifte i valgrike leringsmiljg, samt teori om bruken av gester-

og visuelle representasjoner i samarbeid og problemlgsning.

| dette kapittelet belyses forskningsmetodiske valg som er tatt underveis i prosjektet. VValgene
begrunnes for a skape en transparens slik at det er mulig for andre a etterprgve resultatene og
vurdere forskningens gyldighet og palitelighet (Postholm & Jacobsen, 2018; Anker, 2020).
Innledningsvis presenteres kvalitativ casestudie som metode, tilknyttet refleksjoner rundt egen
forskerrolle. Videre presenteres metode for datainnsamling, utvalg, problemlgsningsoppgaver,
og metode for bearbeiding og analyseprosess. Avslutningsvis belyses kvaliteten og

troverdigheten av forskningsarbeidet, samt etiske betraktninger tilknyttet prosjektet.

3.1 Kvalitativ metode og casestudie

Metode betyr opprinnelig det a fglge en bestemt vei mot et mal, hvor malet er kunnskap
(Hagheim, 2020, s. 27). Malet med dette masterprosjektet har veert & fa kunnskap om elevers
bruk av semiotiske representasjoner og hvordan overganger skapes i deres valg og fokusskifter
i problemlgsningsprosessen pa vertikale flater. Ettersom det var gnskelig & ga i dybden pa et
matematisk fenomen og belyse elevenes lgsningsprosess, ble en kvalitativ casestudie
valgt. Sentrale kjennetegn ved kvalitative metoder er narhet til praksisfeltet, et lavt antall
informanter der man sgker a ga i dybden, og der fremstillingen tar sikte pa a formidle
forstaelse (Postholm & Jacobsen, 2018; Dalland, 2017). Malsetningen med en casestudie er
nettopp a presentere grundig forstaelse av en case i en spesiell kontekst (Postholm & Jacobsen,
2018, s. 64). | dette prosjektet er en gruppe 6. trinnelever observert for a forsta hvordan akkurat
disse elevene benytter representasjoner i lgsningsprosessen i samhandling med hverandre.

Konteksten er basert pa Liljedahls (2021) tenkende klasserom, som fremmer rike
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valgmuligheter, samarbeid og kreativitet i et sosiokulturelt perspektiv. Forskningsprosjektet er
basert pa en hermeneutisk tilneerming der jeg gjennom deltakende observasjon med video- og
lydopptak fikk en dypere forstaelse av elevenes meningsskapende prosess. Formalet med
hermeneutisk praksis er a oppna forstaelse gjennom fortolkning av tekster og menneskers
handlinger (Kvarv, 2021, s. 84). Tolkningsprosessen av datamaterialet var dynamisk gjennom
en bevegelse mellom & betrakte delene og helheten for & se dette i sammenheng, og
analyseprosessen i denne studien kan dermed beskrives som en hermeneutisk sirkel (Kvarv,
2021, s. 149). En kvalitativ casestudie gir dermed et godt grunnlag for rike observasjoner og
beskrivelser som bidrar til & belyse problemstillingen (Dalland, 2017, s. 53).

Ved kvalitative studier er narhet til feltet en viktig forutsetning (NESH, 2016). Gjennom
kvalitativ observasjon var jeg i direkte dialog med elevene som deltok, og dermed en del av det
som ble observert. Det var da viktig & erkjenne at jeg som forsker og menneske er subjektiv
(Dalland, 2017, s. 59). Det man sanser og observerer pavirkes hele tiden av egne erfaringer og
kunnskap, det var derfor essensielt & ha et kritisk blikk pa- og god refleksjon rundt egen
forskerrolle. Observasjoner, video- og lydopptak matte transkriberes, analyseres og tolkes, og
tolkningene ble farget av meg som forsker, mine verdier, erfaringer og forforstaelse. Mennesker
vil ifglge Gadamers filosofi alltid ha en forut-forstaelse eller forventning til det som skal forstas,
og det er fgrst nar denne forut-forstaelsen konfronteres med det som skal forstas at det oppnas
forstaelse (Kvarv, 2021, s. 89). Det var dermed viktig at jeg var bevisst min egen forforstaelse,
og sensitiv til at egne holdninger i minst mulig grad skulle prege forskningsprosessen og
pavirke det endelige forskningsresultatet. I tillegg til refleksjon rundt egen forskerrolle krever

kvalitative studier at det redegjeres for metode for datainnsamling for & skape transparens.

3.2 Redegjarelse for innsamling av datamateriale

For & samle inn data er det gjennomfart observasjon med video- og lydopptak av to grupper a
tre elever sin problemlgsningsprosess pa vertikale flater. Videre utdypes observasjon som
metode for datainnsamling, samt en beskrivelse av utvalgsprosessen og gjennomfgringen av

observasjonen.

3.2.1 Observasjon med video- og lydopptak

Observasjon er ett av flere redskap man kan benytte seg av for innsamling av data fra
forskningsfeltet (Postholm, 2010, s. 55). I kvalitativ forskning gjennomfgres observasjon i stor

grad i naturlige omgivelser og situasjoner slik de utspiller seg, hvor forskeren kan fange opp
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bade menneskelig aktivitet og den fysiske settingen hvor aktiviteten finner sted, for eksempel i
et klasserom (Postholm & Jacobsen, 2018, s. 113). Observasjon som redskap gir dermed
mulighet til & se med egne gyne hvordan elevene handler og samhandler (Dalland, 2017, s. 97).
| dette prosjektet vil det spesifikt si hvordan elevene benytter ulike semiotiske representasjoner
i valgene og skiftene i lasningsprosessene, samt hvordan de forholder seg til de vertikale flatene

0g eksterne ressurser

Det er vanskelig, og kanskje umulig & fa med seg elevers bruk av semiotiske representasjoner
og overganger mellom disse til enhver tid kun gjennom observasjon. Dette kan fare til tap av
viktige funn. Lyd og bilde av det som observeres gir forskeren derimot mulighet til & se og hare
opptaket flere ganger for & sikre at man far med flest mulig detaljer (Dalland, 2017, s. 119). |
tillegg kan andre se opptaket og bekrefte eller avkrefte forskerens tolkninger, og dermed
fungere som en forskningsmessig kvalitetssikring (Dalland, 2017, s. 119). Det ble derfor
benyttet video- og lydopptak for datainnsamling i prosjektet mitt, da videoobservasjon
muliggjorde en detaljert analyse av elevenes bruk av semiotiske representasjoner og
overgangen mellom dem, deres fokusskifter i lgsningsprosessen og bruken av gester (Derry et
al., 2010, s. 7). Et videokamera er en ngytral observatgr, og nar jeg i tillegg til egne
observasjoner hadde videoopptak med lyd, samt foto av elevarbeid, hadde jeg

en bredere dekning av det som skulle observeres (Dalland, 2017, s. 119).

| observasjonsprosessen kan forskeren innta ulike roller, alt fra en passiv rolle som «fullstendig
observater» til & delta i sterst mulig grad som «fullstendig deltaker» (Postholm & Jacobsen,
2018, s. 115-116). Deltakende observasjon innebarer at forskeren deltar i de sosiale prosessene
som studeres for pa den maten a innhente data (Dalland, 2017, s. 97). Ved a innta en deltakende
observatarrolle kan forskeren bryte inn med sparsmal, snakke og samhandle med dem som
observeres (Anker, 2021, s. 36). | denne casestudien ble rollen som deltakende observatar valgt
for afa en dypere forstaelse for elevenes lgsningsprosess, samt for & imgtekomme noen av
Liljedahls (2021) rammer for et tenkende klasserom. Rammene inneberer blant annet at
problemlgsningsoppgaver presenteres muntlig for elevene, sma hint og svar pa spgrsmal gis
underveis ved behov, samt at det benyttes gruppesamarbeid pa vertikale ikke-permanente flater
i arbeid med problemlgsningen. Jeg ensket likevel & pavirke elevene minst mulig i
lgsningsprosessen, og dermed forholdt jeg meg i bakgrunnen og inntok en tilskuerrolle, men ga
sma hint asynkront og stilte sparsmal der jeg ansa det som hensiktsmessig. Nar man skal benytte
observasjon som redskap for datainnsamling, er det i tillegg til valg av observatgrrolle ogsa

ngdvendig a ta stilling til hvilken grad av struktur man legger opp til (Dalland, 2017, s. 104).
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Strukturert observasjon krever ifglge Dalland (2017) en mer detaljert planlegging enn den apne
tilnermingen en ustrukturert observasjon innebarer (s. 104). Gjennom bruken av Lesh et al.
(1987) og Duvals (2006) rammeverk, samt Mason (2008) og Koichus (2018) teorier om
fokusskifter som teoretisk rammeverk for analyse, var det allerede gitt hva som burde
observeres. Selv om formalet med observasjonen var bestemt gnsket jeg likevel & veere apen
for interessante og uforutsette funn, og dermed ble en semistrukturert observasjon benyttet i
observasjonen av problemlgsningsprosessene. | tillegg til grad av struktur og valg av
observatarrolle krever kvalitative observasjoner at datatilfanget begrenses for a ikke bli for

omfattende og tidkrevende.

For & begrense datamaterialet bestod utvalget av to grupper a tre elever som samarbeidet om
Igsningsprosessen av fire problemlgsningsoppgaver. Utvalget er saledes ikke representativt og
kan dermed ikke generaliseres, men det er mulig & si noe om hva som kjennetegnet akkurat
disse elevenes bruk av semiotiske representasjoner i problemlgsningen. Kvalitative casestudier
gir likevel en dyp innsikt i prosesser som man ikke far ved kvantitative studier, og innsikten
kan da komme til nytte pa et generelt niva likevel. Denne studien kan bidra til ny kunnskap pa
et omrade som det ifglge Liljedahl (2021) og Koichu (2018) eksisterer et behov for forskning
pa. Selv om utvalget er begrenset, kan dette forskningsprosjektet gi meg og andre
matematikklerere grunnlag for refleksjon rundt egen undervisningspraksis. Prosjektet kan
tilpasses og overferes til klasserom der lerere gjenkjenner elementer som belyses, da
matematiske representasjoner er sarlig viktige for den matematiske forstaelsen, og som
brobygger mellom virkeligheten, matematikken i klasserommet og tidligere kunnskap, og har

en essensiell rolle i problemlasning (Lesh et al., 1987).

3.2.2 Utvalg

Det er hensikten med studien som pavirker beslutninger om utvalg (Cohen et al., 2017).
Hensikten med dette prosjektet er & beskrive hva som kjennetegner 6.-trinnelevers bruk av
semiotiske representasjoner i arbeid med problemlgsnings pa vertikale flater. Malet er da som
nevnt ikke a generalisere og si noe om alle elevers bruk, men a ga i dybden pa et lite utvalg og
beskrive i detalj. For & kunne ga i dybden og samle inn relevante data som kunne bidra til &
besvare problemstillingen var det viktig at utvalget hadde kjennskap til tenkende klasserom
som undervisningsramme. Elevene burde altsa ha erfaring med problemlgsning i tilfeldige
grupper, og veere kjent med bruken av vertikale flater i undervisningen. Liljedahls (2021)

tenkende klasserom utfordrer bade oppgaveparadigme og de institusjonelle normene som nevnt
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innledningsvis, og han papeker at det tar tid & etablere en utforskende praksis. Det var derfor
hensiktsmessig at utvalget hadde innarbeidet tenkende klasserom som undervisningsramme, og
at elevene da hadde de nadvendige erfaringene for a fa til gode samarbeidsprosesser og bruk av
representasjoner i lgsningsprosessen pa de vertikale flatene. Det ble dermed valgt et strategisk
utvalg i denne casestudien, der man henvender seg til en gruppe eller enkeltpersoner som man

pa forhand mener har noe spesielt & bidra med i undersgkelsen (Dalland, 2017, s. 56).

Jeg gnsket a undersgke elever pa mellomtrinnet fordi elever her trolig har erfaring med bruken
av varierte semiotiske representasjoner i matematisk aktivitet og problemlgsning. Valget falt
da pa elever i 6. eller 7. trinn, en aldersgruppe som trolig kunne vise meg en del, samt at jeg
kunne fa mulighet til & tilegne meg mest mulig kunnskap om prosjektets tema.
Utvalgsprosessen ble foretatt ved at jeg henvendte meg til ulike fagpersoner innen
matematikkdidaktikk, som igjen kunne henvise videre til leerere som hadde kjennskap med
tenkende klasserom som undervisningsramme. Etter utallige henvendelser til ulike rektorer,
leerere og fagpersoner kontaktet jeg matematikksenteret ved NTNU etter tips fra veileder.
Matematikksenteret henviste meg videre til en matematikkleerer som benyttet vertikale flater i
undervisningen, og som takket ja til & stille sine elever til disposisjon, forutsatt at de samtykket
til & delta. Leereren underviste matematikk i to parallellklasser pa 6. trinn, og elevene hadde
erfaring med utforskende undervisning og bruken av vertikale flater. Selv om det var gnskelig
a kun observere to grupper a tre elever ble alle elevene pa 6. trinn informert. Dette for a sikre
at elevene fglte seg inkludert, samt for & sikre tilstrekkelig med deltakere og datamateriale.
Leereren informerte elevene om prosjektet gjennom informert samtykkeskjema tilpasset
elevenes aldre (se samtykkeskjema vedlegg 1). Det var 11 elever som i samrad med sine
foresatte ga sitt samtykke til & delta, og som dermed samtykket til & bli observert med video-

og lydopptak mens de samarbeidet om problemlgsning pa vertikale flater.

| et teams-mgte med leereren i starten av januar ble det gitt utdypende informasjon om hensikten
med prosjektet, samt informasjon om den praktiske gjennomfgringen. Her ble de endelige
problemlgsningsoppgavene valgt ut i samrad med leerer, som anbefalte & starte med oppgaven
kvadratisk mgnster, da elevene hadde tidligere erfaring med figurtalloppgaver. Dermed kunne
en kjent oppgave bidra til at elevene senket skuldrene og fikk en god start. Ettersom alle de 11
elevene som samtykket til & delta oppfylte kriteriene for utvalg, samt hadde gode
samarbeidsevner, ble vi enige om at lereren skulle tilfeldig trekke 6 av disse til a delta i selve
prosjektet. Ifglge Cohen et al. (2017) og Dalland (2017) bar forskere bruke litt tid pa a bli kjent

med deltakerne (s. 310, s. 102). For at elevene skulle bli kjent med meg og bli mindre pavirket
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av min tilstedeverelse under observasjonen fikk jeg besgke skolen og delta i en 110 minutter

lang undervisningsgkt.

Mitt farste mgte med elevene var gjennom dette besgket, noen dager i forkant av selve
datainnsamlingen. Her fikk jeg presentert meg selv og prosjektet mitt. De 11 elevene som hadde
samtykket til & delta ble tatt med inn pa grupperommet der observasjonen skulle finne sted. Jeg
valgte & samle alle 11 selv om kun 6 av elevene skulle delta, dette i tilfelle fraveer pa selve
observasjonsdagen. Her fikk elevene en nermere beskrivelse av formalet med studien, hvordan
datainnsamlingen ville foregd, samt informasjon om behandling av personopplysninger.
Elevene fikk ogsa mulighet til a stille sparsmal om meg og prosjektet, og mulighet til a trekke
seg om det var noen som gnsket det. Etterpa fikk jeg delta i en undervisningsgkt i matematikk,
der elevene jobbet med ulike problemlgsningsoppgaver pa vertikale flater i Liljedahls (2021)
tenkende klasserom kontekst, i likhet med konteksten eget prosjekt. Her fikk elevene erfare
hvilken type oppgaver som ventet dem, samt at de fikk mulighet til a bli kjent med meg i en
trygg klasseromssituasjon. Det ga ogsd meg mulighet til & bli kjent med elevene og se bruken
av vertikale flater i praksis, samt trygge meg i vart neste mgte. Besgket bidro muligens til at
vart neste mate ogsa ble mer forutsigbart og tryggere for elevene, og trolig ogsa til a ufarliggjere
deltakelsen i forskningsprosjektet.

3.2.3 Gjennomfgring av observasjon

For & begrense datamaterialet og kunne ga i dybden, valgte jeg som nevnt & observere to grupper
atre elever. Videokamera og mikrofoner ble lant av eDU-medieproduksjon ved USN, som ogsa
ga ngdvendig oppleering for & handtere utstyret. Rommet hvor datainnsamlingen fant sted ble
klargjort i forkant av skolestart, vertikale flater ble hengt opp og nummerert, og penner ble lagt
klart pa et bord. To videokamera ble rigget og montert pa stativ, rettet mot hver sin flate, og
tilhgrende mikrofoner ble teipet fast pa de to vertikale flatene. Deretter ble utstyret testet og
zoomet inn slik at bade flatene og elevenes gester, kroppssprak og samarbeid ble fanget i
kameralinsen. Fastmontert videokamera ble vurdert som minst forstyrrende, samtidig som jeg
kunne bevege meg fritt i rommet underveis. Det ble benyttet to kamera for a kunne filme begge
gruppene samtidig slik at deres fokusskifte mot eksterne ressurser kunne observeres og
analyseres. Plakat med opptak pagar ble hengt opp pa deren inn til rommet for & unnga
forstyrrelser, men ogsa for a unnga a fa med andre elever eller lzrere pa opptaket, og pa den
maten ivareta deres og deltakernes personvern. Fgr opptaket startet gjentok jeg informasjon om

elevenes rettigheter i forbindelse med behandling av personopplysninger. Personopplysninger
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og forskningsetikk er naermere beskrevet i kapittel 3.6. Jeg forklarte igjen hensikten med studien
min, og papekte at riktig svar ikke var viktig, men at det var lgsningsprosessen som var av

interesse. Deretter ble videoopptaket satt pa og datainnsamlingen startet.

Konteksten er som nevnt viktig i kvalitative casestudier, og her ble den basert pa Liljedahls
(2021) tenkende klasserom. I tillegg til bruken av vertikale ikke-permanente flater ble dermed
grupperingsmetoden synlige tilfeldige grupper valgt, hvor elevene trakk nummererte ispinner
som tilsa hvilken gruppe de tilhgrte. Det var 3 elever per gruppe i likhet med det Liljedahl
(2021) fremhever som den ideelle gruppestarrelsen, og elevene fordelte ulike roller innad i
gruppen; skriver, speider og forteller. Problemlgsningsoppgavene ble presentert muntlig for
elevene mens de stod samlet rundt meg, dette for & kunne fremheve viktige element og besvare
eventuelle spgrsmal elevene matte ha, i tillegg bidro det til at gruppene kom raskt i gang med
tenkningen og lgsningsprosessen. Oppgaven ble ogsa festet synlig pa veggen slik at gruppene
kunne hente ut negdvendig informasjon underveis i prosessen. Problemlgsningsoppgavene

elevene arbeidet med er detaljert beskrevet i kapittel 3.3.

For & redusere min pavirkning i selve lgsningsprosessen forholdt jeg meg som nevnt i
bakgrunnen og inntok en tilskuerrolle, men ga asynkrone hint ved behov slik Liljedahl (2021)
papeker er viktig for & opprettholde flyt og engasjement i lgsningsprosessen. | tillegg kunne
elevene ta ulike valg (blant annet valg av schemata, omfang av samarbeid og en agent & laere
av). De kunne ogsa skifte fokus mellom individuelle ressurser, ressurser innad i gruppen og
eksterne ressurser i prosessen, i likhet med Koichus (2018) SCM-modell. Ved a basere
konteksten pa tenkende klasserom knyttet jeg dermed Liljedahls (2021) undervisningsramme
og Koichus (2018) SCM-modell sammen, ettersom rammen fremmer samarbeid, valgrikdom
og fokusskifte for & finne en ngkkellgsningside som bidrar til & drive lgsningsprosessen
fremover mot en endelig lgsning. Hver oppgave ble avsluttet med en Gallery walk, der elevene
presenterte sin lgsningsprosess, og fotografering av elevarbeidet pa de vertikale flatene. A
benytte et wvalgrikt leringsmiljg i1 samarbeidsprosessen var ikke nok i seg selv,
problemlgsningsoppgavene matte ogsa fremme valgrikdom, blant annet bruk av varierte

representasjoner og heuristikker.

3.3 Elevenes problemlgsningsoppgaver
Liljedahl (2021) bruker uttrykket thinking tasks om oppgaver som oppfordrer til tenking og gir

elever noe a tenke pa, og i matematikk kan dette vare problemlgsningsoppgaver tilknyttet
hverdagslige kontekster (Pruner & Liljedahl, 2021, s. 756). For a kunne studere elevenes bruk
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av semiotiske representasjoner, matte problemlgsningsoppgavene fremme bruken av varierte
representasjoner og overganger mellom ulike representasjonssystem i lgsningsprosessen, som
beskrevet av Lesh et al. (1987) og Duval (2006). Oppgavene la ogsa opp til ulik bruk av
visualiseringer, da to av oppgavene omhandlet objekt som var konkrete og dermed enklere a

tegne, mens de andre to omhandlet mer abstrakte matematiske objekt som tid og en ukjent.

Det var ogsa viktig at oppgavene var innenfor elevenes proksimale utviklingssone. Det vil si at
oppgavene matte kunne lgses med den samlede kompetansen innad i gruppen som er forventet
at elever pa 6. trinn har, samt med sma hint fra meg som stgttende stillas i lgsningsprosessen.
Matematisk tema for oppgavene var i denne undersgkelsen ikke relevant, men matte befinne
seg innenfor et omrade som var kjent for elevene eller som var tilknyttet fagfornyelsens
kjerneelement eller kompetansemal. Dette er i trad med Pruner og Liljedahls (2021) anbefaling,
der malet med problemlgsningsoppgaver er «...to get more students thinking, and thinking for

longer periods of time, within the context of curriculum” (Pruner & Liljedahl, 2021, s. 756).

Pa bakgrunn av dette ble fire problemlgsningsoppgaver valgt, alle tilknyttet hverdagslige tema
og som gav rom for bruk av varierte representasjoner og lgsningsstrategier. | tillegg la
oppgavene opp til at elevene skulle sette seg fast for deretter a tenke, eksperimentere, prgve og
feile for a komme seg videre og frem til en lgsning, i trad med Liljedahls (2021) beskrivelse av
hva gode problemlgsningsoppgaver er (s. 20). Videre presenteres og beskrives
problemlgsningsoppgavene og det vises noen mulige lgsningsstrategier elevene kunne tenkes a

benytte.

3.3.1 Kvadratisk mgnster

Den farste oppgaven elevene fikk jobbe med er en figurtalloppgave, her hentet fra Motus

Lering sitt hefte Oppgaver som legger til rette for utforsking og kreativitet for mellomtrinnet.

Marthe og Markus praver a lage kvadratiske mgnster ved hjelp av fyrstikker.
Her kan du se mgnsteret de har laget. |:| HEREER

Hvor mange fyrstikker trenger de for & lage figuren som har 9 kvadrater?
De har til sammen 100 fyrstikker.

Hvor mange kvadrater vil figuren ha dersom de gnsker & bruke flest mulig av fyrstikkene?

Figur 6: Problemlgsningsoppgave 1 - Kvadratisk mgnster

Oppgaven omhandler figurtall som er nyttig innen utvikling av algebraisk tenkning, ettersom

det fremmer bruken av visualisering og konkretiseringsmateriell som kan hjelpe elever a se
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menster og fa til overgangen fra symbolsk aritmetikk til symbolsk algebra. | algebraisk
tenkning kan man benytte symbolsk algebraisk notasjon som verktay, men oppgaver kan ogsa
lgses uten bruk av symbolsk algebra, gjennom & lete etter manster, systemer, variabler og
sammenhenger (Kieran, 2004, s. 149). Fagfornyelsens Kkjerneelement abstraksjon og
generalisering papeker at elever skal utforske tall, utregninger og figurer for & finne
sammenhenger og deretter formalisere ved & bruke symbolsk algebra eller formalstjenlige

representasjoner (Kunnskapsdepartementet, 2021, s. 31).

| denne problemlgsningsoppgaven gjelder det a finne ut hva som endrer seg fra en figur til den
neste, altsa se etter mgnster og sammenhenger. Oppgaven presenteres i det kontekstuelle
representasjonssystemet, og elevene kan blant annet benytte visuelle modeller, muntlig sprak
og symboler i lgsningsprosessen. Til det farste kvadratet brukes det 4 fyrstikker, og for hvert

nytt kvadrat brukes 3 nye fyrstikker.

Man ser at figuren gker med 3 hver gang og kan dermed utarbeide en rekursiv formel der
pafalgende figur i rekken kan utrykkes ved Fn = Fn1 + 3 eller visualiseres og formuleres ved en

eksplisitt formel slik:

3 fyrstikker - antall kvadrater + 1 fyrstikk eller ved: Fn=3n + 1 (n er antall kvadrater)

Det neste spgrsmalet i oppgaven gjer at elevene kan tenke motsatt vei, altsa benytte heuristikken
arbeide baklengs. Her har elevene allerede 100 fyrstikker, og en mate a lgse oppgaven pa er a
farst ta bort den ene konstante fyrstikken. Da star de igjen med 99 fyrstikker, som gir 99:3 = 33

kvadrater.

3.3.2 Krysse en gammel bro

Den andre oppgaven elevene fikk jobbe med er hentet, og fritt oversatt, fra Peter Liljedahls

oversikt over gode problemlgsningsoppgaver (Liljedahl, 2021, 27. september).
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Ada, Bodil, Christian og Daniel er ute og gar da de kommer
til en gammel bro. Broen er svak og kan bare bzre vekten
til to av dem om gangen. Fordi de har det travelt, ma de
krysse broen pa minst mulig tid. Pa hver krysning ma de
dessuten ha en lommelykt for & kunne se, men de har bare

en lommelykt og den kan ikke kastes over. P4 grunn av

noen mindre skader ma de krysse broen i ulik hastighet.
Ada kan krysse pa 1 minutt, Bodil pa 2 minutter, Christian pa 5 minutter og Daniel pa 10 minutter.
Ada tenker et gyeblikk og sier at overfarten kan fullfgres pa 17 minutter.

Hvordan kan dette gjgres?

Figur 7: Problemlgsningsoppgave 2 - Krysse en gammel bro

| denne oppgaven vil nok de fleste elever i utgangspunktet tenke at Ada, som er den raskeste,
bar lgpe frem og tilbake med lommelykta hver gang. Dette er imidlertid ikke tilfelle, og det gir
ikke svaret pa 17 minutter. Dermed legger oppgaven opp til mye diskusjon og blant annet
heuristikken praving og feiling. Tiden pa 17 minutter kan oppnas ved a fa Christian og Daniel
til & krysse sammen. Oppgaven kan lgses ved faglgende bevegelser gjennom for eksempel

problemlgsningsstrategien en systematisk tabell:

Her er Ada - A(1), Bodil - B(2), Christian — C(5) og Daniel — D(10)

Bevegelse Tid
A(1) & B(2) krysser med lommelykta 2
A(1) returnerer med lommelykta 1
C(5) & D(10) krysser med lommelykta 10
B(2) returnerer med lommelykta 2
A(1) & B(2) krysser med lommelykta 2
17

Alternativt kan Bodil returnere med lommelykta fgrste gang og Ada andre gang, noe som gir
samme tid. Som de andre oppgavene presenteres ogsa denne i det kontekstuelle representasjons-

systemet og elevene kan benytte varierte representasjoner i lgsningsprosessen.

3.3.3 Hvor mye har de spart?

Den tredje oppgaven er hentet fra Nasjonale prever for 5. trinn, og i likhet med oppgaven om
kvadratisk mgnster omhandler ogsa denne algebraisk tenkning tilknyttet en hverdagslig
kontekst.

36



Celine, Thea og Filip sparer penger til de skal pa ferie.
Celine har spart tre ganger sa mye som Filip
Thea har spart halvparten sa mye som Celine

Thea har spart 75kr mer enn Filip

Hvor mye har hver av dem spart?

Figur 8: Problemlgsningsoppgave 3 - Hvor mye har de spart?

Oppgaven kan lgses ved hjelp av symbolsk algebra og likninger. Det er ikke forventet at elever
pa 6. trinn skal kunne lgse denne oppgaven ved hjelp av symbolsk algebra, derfor kan oppgaven
ogsa lgses ved & benytte visuell modellering som for eksempel blokktegning. Blokktegning er
som nevnt en form for visuell algebra hvor blokker representerer kjente og ukjente tall

(Hornigold, 2021; Har, 2007). Oppgaven kan lgses med felgende visualisering:

Celine:

Thea:

T

75

Filip:

Her ser man at en halv blokk ma vare 75 kroner da Thea har 75 mer enn Filip, en hel blokk ma
da vaere 150 kroner. Her gjelder det a tegne forholdet mellom blokkene korrekt for & kunne se
hele og halve blokker. Oppgaven kan ogsa lgses innen det symbolske representasjonssystemet

ved et algebraisk ligningssystem der variablene f star for det som Filip har spart:

Celine: 3f 3f/2=F+75
Thea:C/2>t=3f/2 3f/2=F+75 3f/2.2=(f+75)-2
Thea:f+759t=f+75} 3f = 2f + 150
3f — 2f = 2f + 150 — 2f
f=150

Da ser man at Celine har spart 3-150, som er 450kr, Thea har spart 450/2, som er 225kr, og
Filip har spart 150kr.

3.3.4 Yoghurtis
Den fjerde og siste oppgaven er en oppgave innen kombinatorikk tilknyttet en hverdagslig
kontekst, her hentet fra Motus Lering sitt hefte Oppgaver som legger til rette for utforsking og

kreativitet for smatrinn og mellomtrinn.
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Pa en 7-eleven har de tre ulike smaker pa yoghurtisen. Du

:’)" \ L kan velge mellom jordber, mango og vanilje. | tillegg har de
S 8% & ire uli i ifrutti, sj
\_y, @ﬁ\\\ “ fire ulike typer strg- jordbeerkuler, tuttifrutti, sjokolade og

sitron.

Hvor mange forskjellige kombinasjoner av is og strg kan

du velge mellom?
Enn om de ogsa hadde sjokolade-yoghurtis, og i tillegg bade bringebzr og lakrisstra.

Hvor mange kombinasjoner ville du da kunne velge mellom?

Figur 9: Problemlgsningsoppgave 4 - Yoghurtis

| denne oppgaven skal elevene finne det totale antall kombinasjoner. Oppgaven gir elevene
mulighet til & utforske og oppdage produktregelen, da sammensatte kombinasjoner
multipliseres sammen. Det igjen handler om algebraisk tenkning, ettersom det omhandler &
generalisere en regel. Dette kan man se ved & benytte semiotiske representasjoner i form av en
tegning, et veidiagram eller sette opp et valgtre som til hayre, med felgende forkortelser for

strgssel: jordbaerkuler- J, Tuttifrutti- TF, sjokolade- SJ og sitron- Sl.

Man ser av valgtreet at det blir 3 - 4 = 12 mulige kombinasjoner av
is og strassel man kan velge mellom. Pa del to blir det 4 - 6 = 24
mulige kombinasjoner. Oppgaven kan ogsa lgses ved bruk av andre
elevgenererte tegninger som da fungerer som verktgy i
problemlgsningsprosessen, som vist i kombinatorikk eksempelet i
delkapittel 2.1.2

3.4 Bearbeiding og analyse av datamaterialet

Kvalitativ forskning handler som nevnt om a utforske menneskelige prosesser og problemer i
en virkelig setting eller virkelighetsnar kontekst, og datamaterialet analyseres gjennom a velge
ut, systematisere, sgke etter mgnster, kategorier og tema, samt a tolke (Anker, 2020, s. 11). For
bearbeiding og analyse av det empiriske materialet er det i dette prosjektet benyttet en abduktiv
tilnrming, og analyseprosessen er basert pa en tematisk analyse der jeg fant koder ved
narlesing av materialet, og deretter lgftet blikket til de teoretiske perspektivene og sa kodene i
lys av dem (Anker, 2020, s. 79). Videre redegjares det for tematisk- og abduktiv analyse, og

deretter beskrives analyseprosessen av datamaterialet.
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3.4.1 Tematisk analyse gjennom abduktiv tilngerming

Tematisk analyse er en metode for & identifisere, analysere og beskrive mgnster og tema i
datamaterialet (Braun & Clarke, 2006, s. 4). Braun og Clarke (2006) presenterer seks faser for
tematisk analyse; fase 1 innebarer a fa en oversikt over datamaterialet gjennom transkribering,
i fase 2 lages koder fra interessante aspekter som man koder datamaterialet med, deretter i fase
3- 5 samles koder som passer sammen i overordnede tema, som sjekkes opp mot datamaterialet
og navngis (s. 12). | siste fase velger man ut gode eksempler fra de ulike temaene, analyserer
disse og skriver dem ut, samt knytter det hele til problemstillingen og forskningen som ligger
til grunn slik at leseren kan forsta prosessen (s. 12). Fasene i tematisk analyse er ikke faste, og
man kan bevege seg frem og tilbake mellom kodene, temaene og datamaterialet. Mgnster eller

tema kan identifiseres induktivt, deduktivt eller ved en kombinasjon (s. 8).

Praktisk kunnskap utvikler seg bade gjennom det induktive (man observerer eller sanser noe,
og forskeren gar fra empiri til teori) og det deduktive (man ser om antakelser far statte eller
ikke i empiri, forskeren gar da fra teori til empiri) (Postholm & Jacobsen, 2018, s. 101-104).
Det er vanskelig & se verden og egen forskning «tabula rasa», altsa helt uten antakelser og
forforstaelse, da tolkningene farges av forskeren og er dermed preget av subjektivitet (Postholm
& Jacobsen, 2018, s. 102). Dermed ble en kombinasjon av induktiv og deduktiv koding
benyttet, altsa en abduktiv tilneerming (Anker, 2020, s. 79). Far datainnsamling orienterte jeg
meg innen relevant teori som kunne belyse prosjektets tema og problemstilling, men var likevel
apen for interessante og uforutsette funn. | etterkant av observasjon og transkribering var det
ngdvendig a innhente utfyllende teori om bruk av gester og tegning for problemlgsning. Dette
for & kunne analysere datamaterialet tilstrekkelig. Ifalge Alvesson og Skoldberg (2009)
benevnes pendlingen frem og tilbake mellom datamaterialet, teorier og forskerens perspektiv
som abduktiv tilneerming (referert i Postholm & Jacobsen, 2018, s. 102). Abduksjon handler da
om a se empiri og teori i sammenheng, og fokusere pa det som er uventet for & prgve a finne en
forklaring pa dette. Abduksjon er dermed en vekselvirkning mellom teori og empiri der ingen
av de to har forrang (Postholm & Jacobsen, 2018, s. 103).

3.4.2 Transkribering av video- og lydopptak

Bearbeiding og tolking handler om a gjere datamaterialet klart til analyse, og det er ifglge
Hggheim (2020) lettere a analysere et skriftlig materiale enn et video- og lydopptak (s. 133).
Transkribering kan forklares som omforming av muntlig datamateriale til tekst (s. 133). | denne

studien ble video- og lydopptak omformet til tekst for a gjengi det som ble sagt, og i stor grad
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for & beskrive elevenes bruk av representasjoner, handlinger, valg og fokus. Alle data ble
anonymisert med fiktive navn ved transkribering og bearbeiding i trad med innmeldingen til
NSD. I transkriberingsprosessen var det ngdvendig med flere gjennomganger av opptaket for a
fa tak i flest mulig detaljer. Elevenes dialekt var ikke av essens for oppgavens formal, og dermed
transkriberte jeg pd bokmal, og la inn gester og handlinger i parentes etter hvert som de oppstod.
For & gjengi elevenes lgsningsprosess sa ngyaktig som mulig ble det lagt inn sma pauser og
enkelte tegn. Fiktive navn pa elevene ble i transkripsjonene forkortet til forbokstaven; Gruppe
1: Amanda, Bjarne og Christian, Gruppe 2: Daniel, Else og Frida. Transkripsjonsngkkelen er
gjengitt i tabell 1 under.

ABCDEF | For & se hvem som er aktiv og hva de gjer

Muntlig aktivitet

(...) Kommentar og beskrivelse av handling (peke, skrive, tegne etc.)

! Ekstra trykk, ord fremheves

? Sperrende eller usikker

Kort pause

Lengre pause

Tabell 1: Transkripsjonsngkkel

3.4.3 Analyseprosessen av datamaterialet

Begrepet analyse kommer fra gammelgresk og betyr a lgse, som i & brekke opp til handterbare
biter og starrelser (Anker, 2020, s. 17). En vid forstaelse av analyse vektlegger at alt arbeidet
med datamaterialet der man forsgker a gi mening til det, er en del av analyseprosessen (Anker,
2020, s. 17). Coffey og Atkinson (1996) hevder at det viktigste i analyseprosessen er a finne
gode mater a tenke med materialet, og derfor ma analysen gjeres handterbar. Det var dermed
nyttig & dele analyseprosessen inn i de tematiske fasene til Braun og Clarke (2006). Da tematisk
analyse er fleksibel og i mindre grad opptatt av hyppighet og telling, og mer opptatt av
konteksten og informasjon som kan ligge i det uuttalte, passet dette godt til mine
forskningsspgrsmal (Anker, 2020, s. 40; Braun & Clarke, 2006, s. 3). | tillegg bidro
videoopptakene til at jeg kunne identifisere handlinger, gester, valg og fokusskifte, og dermed
ha fokus pa kontekst og det uuttalte. Transkripsjonene var omfattende i sidetall, og etter at mine
farste tanker rundt dataene var notert var det ngdvendig & komprimere datamaterialet for & skape

en bedre oversikt for videre analyse.
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For & komprimere datamaterialet gikk jeg gjennom transkripsjonene og stilte spgrsmal til
teksten linje for linje, dette for & kunne skille ut det som var mest relevant for studiens
problemstilling. Fglgende analytiske spgrsmal ble benyttet: Hva gjer den enkelte elev her?, hva
gjer gruppen? og hvor ligger fokus?. Svarene pa sparsmalene farte til opprettelser av koder
som ble lagt inn i en tabellarisk oversikt over gruppenes lgsningsprosesser i de fire oppgavene.
Kodene ble sa sett i lys av de teoretiske perspektivene, og det ble stilt nye spgrsmal til
datamaterialet for a utfylle- og legge til flere koder, samt for & koble materialet til teori og fa et
mer detaljert bilde over elevenes lgsningsprosess. Detaljerte analytiske spgrsmal var blant
annet: hvilken representasjon benyttes, hvordan brukes den og hvilken overgang identifiseres
her? knyttet til Duval (2006) og Lesh et al. (1987) sine rammeverk, hvilke valg tas og hvorfor
skifter problemlgseren fokus?, hva kan vaere ngkkellgsningsideen og hvem og hva farer til den
knyttet til Koichu (2018) SCM-modell. Jeg koblet dermed kodene til teori og markerte dem i
ulike farger, samt la inn utfyllende svar pa de mer detaljerte analytiske spgrsmalene, som

eksemplifisert i tabell 2 under.

2> ABC alle fokus mot tavla, A pa tavle kvadrat med fing /visualisering via gest/, = ABC fokus hel
tegning, B tegner 9 kvadrater mens teller /tegning + verbalt/visualisering/, A pa tavle telle og gange med
3 /verbalt/, 2 fokus fra helhet til detalj 3, B teller og pa kvadrat 1 /verbalt/, C pa detalj (+1), A

pa tegning, B 3-9=27 /behandling/verbalt/, C pa ferste kvadrat = C fokus mot ett kvadrat, detalj,
B skriver 1 pa hver side av kvadratene /tilfgrer symbol/, C pa siste fyrstikk i tegningen (ngkkellgsningside
«en har 4», men blir ignorert) = C fokus mot detalj og sammenheng, B skriver /symbol/, A pa tavla 3 3

3, B 3:7=21 /behandling/, = fokus hel tegning, B verifiserer pa tavla og teller, B skriver regnestykke
7-3=21 21+8=29/symbolisering/, = fokus fra tegning til symboler, = fokus fra del 1 til del 2, HINT sjekk svar
- fokusskifte fra IS & IG til EK laerer, ABC = fokus mot hele tegningen, A og teller /verbalt/, C pa
strek venstre siste kvadrat = fokus mot detaljer, sammenheng og egenskap, ABC videre resonnement
[verbalt/ + basert pa C, B skriver 3 inni 1. og siste kvadrat /tilfgrer symbol/, A pa 1. kvadrat teller
og 4 iden ene, ABC diskusjon telling og peking, C ser pa den andre gruppa = fokusskifte ER usikkerhet,
B skriver 3-9 /symbolisering/, = fokus fra del 1 til del 2, ABC muntlig diskusjon om ulike fremgangsmetoder
/verbalt/, IR+1G + gar hand i hand, B ser pa den andre gruppa = fokusskifte ER usikkerhet, star fast,
C er pa oppgavetekst = fokusskifte ER usikkerhet, star fast, ABC videre muntlig diskusjon /verbalt/, ABC ser
pa den andre gruppa og oppgavetekst = fokusskifte ER usikkerhet, star fast, C pa tavle - fokus hel
tegning del 1, er den riktig?, B skiver 3-r ruter=9 -generell formel/symbol//symbolisering/, A ser pa den andre
gruppa = A fokusskifte ER usikkerhet, C pa tegning, 4 her, 3 resten ngkkellgsningside - fokus fra hele
tegningen til detaljer ser sammenhengen og egenskapen > ABC videre resonnement basert pa
ngkkellgsningside, A /verbalt/ 3-8+4=28, B skriver symboler pa tavla /behandling/symbolisering/ LASNING -
fokus fra del 1 til del 2

Tabell 2: Komprimering av elevenes lgsningsprosess og koding av datamaterialet

| oversikten over lgsningsprosessene ble alle fokusskifter identifisert etter Koichu (2018) og
Masons (2008) rammeverk, og markert med pil = og forkortelser for om det var mot IR

individuelle ressurser, I1G interaksjon og ressurser innad i gruppen eller ER eksterne ressurser
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som den andre gruppen, oppgaveteksten eller hint fra meg. Dette knyttes ogsa til hvilke valg
problemlgseren tar i fokusskifte, blant annet er individuelle ressurser koblet opp mot schemata,
og eksterne ressurser koblet mot en agent a leere av. Fokus pa makroniva ble markert i blatt,
altsd hva problemlgseren retter fokus mot og hvordan fokuset skifter, samt hvorfor fokusskifte
skjer (star fast, feil heuristikk, benytter hint etc.). Fokus pa mikroniva, altsa mot helhet, detalj,
sammenheng, egenskap etc. ble markert i lilla. Ulike representasjoner, overganger og
behandlinger ble identifisert etter Lesh (1981) og Duvals (2006) rammeverk, og markert pa
falgende mate; /representasjon/, /overgang/ og /behandling/. ble
identifisert etter McNeills (2005) teori og markert med . I tillegg ble ngkkellgsningside,
HINT og LASNING markert.

Lasningsprosessene ble komprimert i tabeller for & kode og fa en oversikt over elevenes
handlinger og valg, bruk av representasjoner samt hvilke fokusskifter de foretok seg. Med
forskningsspgrsmalene foran meg studerte jeg tabellene og begynte a se etter kjennetegn pa
elevenes bruk av semiotiske representasjoner gjennom a identifisere mgnster, sammenhenger
og eventuelle avvik. Jeg sa ogsd pa hvordan dette kunne bidra til a belyse
forskningsspgrsmalene, og dermed besvare prosjektets problemstilling. Kodene ble dermed
brukt for & identifisere og systematisere meningsbarende enheter i datamaterialet (Anker, 2020,
s. 76). Det begynte sd & danne seg tema, og denne samordningen bestod i & se om flere
meningsbarende enheter kunne samles i samme meningsinnhold (Braun & Clarke, 2006, s. 14).
Etter hvert som jeg jobbet med kodingen, sa det i lys av teori, og studerte tabellene pekte det
seg ut tre tema; visuelle representasjoner, verbale representasjoner og gester og en agent a
leere av. | analysedelen er det tatt med eksemplifiserende utdrag av datamaterialet under hvert
tema, som kan bidra til & belyse forskningssparsmalene. I tillegg er fotografiene av elevarbeidet
pa de vertikale flatene presentert for a tydeliggjere tema og funn. Funnene er beskrevet og tolket
i lys av det teoretiske rammeverket.

3.5 Studiens kvalitet og troverdighet

For a kunne vurdere kvaliteten i forskningsarbeid er det tradisjonelt benyttet begrepene validitet
og reliabilitet, seerlig tilknyttet kvantitativ forskning (Postholm & Jacobsen, 2018, s. 222).
Validitet handler om det som er undersgkt, altsd om datamaterialet har relevans i forhold til
problemstillingen, mens reliabilitet handler om malingenes stabilitet, altsai om man far de
samme resultatene dersom man maler et annet utvalg eller samme utvalg igjen (Kvarv, 2021, s.

62-63). Innen kvalitativ forskning erstattes disse begrepene ofte med gyldighet (indre validitet),
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overfgrbarhet (ytre validitet) og palitelighet (reliabilitet), og det gjgres ogsa videre her
(Postholm & Jacobsen, 2018, s. 222-223).

Gyldighet er knyttet til tolkningen av datamaterialet, og handler om hvorvidt tolkningene er
gyldige i forhold til den virkeligheten det pastas at studeres og analyseres, og de begrep og teori
som benyttes for a beskrive denne virkeligheten, samt om det er samsvar mellom datamaterialet
og funn (Postholm & Jacobsen, 2018, s. 229). Det innebarer blant annet at valgt metode for
datainnsamling, og valgt kontekst og problemlgsningsoppgaver faktisk undersgker de
forskningsspgrsmalene jeg har stilt. Det innebzarer ogsa at funn og konklusjoner som er trukket
frem kan forsvares med datamaterialet og den teoretiske rammen som er brukt i analysen. For
a gke gyldigheten har jeg sammen med veileder analysert utdrag av dataene i et analyseseminar.
Funn fra analysen er begrunnet gjennom utdrag fra datamateriale, og analyseprosessen er
redegjort for og eksemplifisert i delkapittel 3.4. Jeg har dermed forsgkt a skape en transparens

slik at leseren skal forsta min tolkning og dermed kunne etterprgve min analyse.

Ytre gyldighet eller overfgrbarhet er knyttet til om prosjektets funn og konklusjoner kan
generaliseres og overfgres til andre kontekster (Postholm & Jacobsen, 2018, s. 238). Det er som
nevnt ikke mulig a generalisere funnene i denne kvalitative casestudien, da utvalget pa 6 elever
ikke er representativt for 6. trinnelever i norsk skole generelt. Det har likevel vart mulig a si
noe om hva som Kkjennetegner disse elevenes bruk av semiotiske representasjoner i
problemlgsning pa vertikale flater. Lerere kan dermed gjenkjenne elementer som belyses i
studien og overfare det til egen undervisningspraksis, slik at resultatene fra studien kan komme
til nytte pa generelt niva. Studien bidrar ogsa til ny kunnskap pa et omrade det eksisterer lite
forskning pa, og dette kan da igjen vere interessant for videre forskning. For a belyse
overfgrbarheten av funn, samt bidra til at leseren selv kan vurdere dette, har jeg omfattende
beskrevet utvalg, kontekst, problemlgsningsoppgaver, metodevalg for datainnsamling og

analyseprosessen.

For at leseren skal kunne stole pa en studie, ma den veere palitelig (Anker, 2020, s. 108).
Palitelighet er knyttet til resultatenes troverdighet, det vil si om fremstillingen av datamaterialet
er godt gjennomfart, slik at andre kan benytte samme begrepsapparat og oppdage samme
resultat. For a styrke paliteligheten har jeg gjort forskningsprosessen synlig gjennom detaljerte
beskrivelser, slik at leseren selv kan reflektere over dem. Ved a gjennomfere datainnsamlingen
pa en ukjent skole med ukjente elever unngikk jeg at tidligere relasjoner mellom forsker og

informanter pavirket problemlgsningsprosessen. Min tilstedeveerelse og rolle som deltakende

43



observatgr, samt mine hint kan likevel ha pavirket elevene. Et stgrre utvalg ville trolig gitt et
annet resultat, da elevene kunne foretatt flere fokusskifter mot ulike grupper som eksterne
ressurser i lasningsprosessen. Ved flere agenter a leere av, ville det muligens vert mindre behov
for hint fra meg. Likevel var utvalget tilpasset mitt mal om a ga i dybden og beskrive i detalj,
noe som i denne studiens omfang kun var mulig ved et begrenset utvalg og datamateriale. Bruk
av videoobservasjon kan ogsa ha pavirket elevenes samarbeid, lgsningsprosess og utholdenhet.
Selv om elevene fremstod lite pavirket av kameras tilstedeverelse, kan det tenkes at
problemlgsning i en ordingr klasseromssituasjon uten kamera muligens ville gitt et annet
resultat. Valg av lyd- og videoopptak for datainnsamling samt foto av elevarbeidet pa de
vertikale flatene, muliggjorde en detaljert analyse av elevenes gester, handlinger, fokusskifter
og bruk av semiotiske representasjoner som ikke ville vaert mulig ved ren observasjon, og

bidrog dermed til & styrke prosjektets palitelighet.

3.6 Etiske betraktninger og behandling av personopplysninger

Noen av de viktigste hensynjeg matte ta i masterprosjektet mitt var de som gjaldt
forskningsetikk. Jeg har forholdt meg til de fagspesifikke forskningsetiske retningslinjene for
samfunnsvitenskap, humaniora, juss og teologi utarbeidet av Den nasjonale forskningsetiske
komite for samfunnsfag og humaniora (NESH u.a.), og serget for at eget arbeid er i trad med
juridiske lover og forskrifter. All forskning som innebarer behandling av personopplysninger,
skal meldes til Norsk senter for forskningsdata (NSD) (Anker, 2020, s. 105). NSD regner
samtykkeskjema samt lyd- og videoopptak som personopplysninger, derfor ble
masterprosjektet allerede i oktober meldt til NSD. Meldeskjemaet med tilhgrende
datalagringsplan ble godkjent 25.11.2021, se wvurdering fra NSD vedlegg 2. Etter
datainnsamling ble video- og lydopptak samt foto av elevarbeid overfart til kryptert disk-fil og
lagret i OneDrive skyen til USN i henhold til retningslinjene hos USN og NSD. Alle data ble
anonymisert ved behandling og bearbeiding i trad med innmeldingen til NSD. Kamerautstyr
ble som nevnt lant av eDu-medieproduksjon ved USN.

Mine forpliktelser overfor elevene som deltok, var det viktigste forskningsetiske hensynet jeg
matte ta, serlig ettersom elevene var under 15 ar. Jeg har tatt hensyn til dette ved a tydelig
informere dem om prosjektet, personvern og om frivillig deltakelse flere ganger i prosessen. |
tillegg har jeg innhentet informert samtykke fra foresatte, og pa den maten ivaretatt kravet om
fritt informert samtykke (NESH, 2016, s. 20). For a sikre at elevene deltok frivillig var det

viktig for meg at elevene ogsa signerte samtykkeskjema. Jeg ansa det derfor ngdvendig &
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utarbeide et todelt skjema som inneholdt alderstilpasset informasjon til elevene pa et sprak de
kunne forsta, samt en del rettet mot de foresatte, se informert samtykkeskjema vedlegg 1. |
tillegg ba jeg leereren om a tydelig formidle til elevene at det var frivillig & delta ved utdeling
av samtykkeskjema. Dette, samt skjemaet, ga forhapentligvis elevene nok informasjon til & ta

et valg om deltaking, samt motvirke at elevene falte seg presset til 4 delta.

Det var mitt ansvar som forsker a unnga at elevene ble utsatt for belastninger eller ubehag. Jeg
valgte dermed, som nevnt tidligere, & besgke skolen og bli kjent med elevene i forkant av
datainnsamlingen, dette for & ufarliggjare situasjonen og trygge elevene. For at elevene i ikke
skulle ga glipp av undervisning mens datainnsamlingen pagikk, valgte jeg og laerer i samrad a
la resten av elevene i begge klassene jobbe med de samme problemlgsningsoppgavene i
klasserommet. Dette ga dem i tillegg tilneermet lik erfaring og leeringsutbytte. Det var viktig for
meg 4 ivareta elevene gjennom hele prosessen ved a ha elevenes beste i tankene. Elevene som
deltok var godt forberedt pa hva som ville mgte dem denne dagen, bade gjennom informasjon,
samtykkeskjema og besgket pa skolen i forkant, og ble godt ivaretatt under datainnsamlingen.
Elevene viste her det samme engasjementet og tryggheten jeg observerte i undervisningsgkten

noen dager i forkant, noe som ogsa reflekteres i presentasjonen av analysen under.
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4 Analyse av empiriske funn

| dette kapittelet presenteres analysen av to elevgruppers bruk av semiotiske representasjoner
og overganger mellom disse, samt hvilken sammenheng bruken har med elevenes valg og
fokusskifter i lgsningsprosessen av fire problemlgsningsoppgaver. Dette for a belyse studiens
forskningsspgrsmal og dermed besvare problemstillingen; «Hva kjennetegner 6. trinnelevers
bruk av semiotiske representasjoner i problemlgsning pa vertikale ikke-permanente flater?».
Datamaterialet bestdende av lyd- og videoopptak, samt foto av elevarbeid pa de vertikale
flatene, er behandlet og kodet gjennom en abduktiv tilnerming basert pa en tematisk
analyseprosess. Dette for a finne tre hovedtema som reflekterer elevenes bruk av semiotiske
representasjoner i problemlgsning; visuelle representasjoner, verbale representasjoner og
gester og en agent & lzere av. Med utgangspunkt i koding og tematisering analyseres kjennetegn
pa elevenes bruk av semiotiske representasjoner ved hjelp av begreper fra Lesh (1981, 1987)
og Duvals (2006) rammeverk, Mason (2008) og Koichus (2018) rammeverk og SCM-modell,
samt fra teori om gester og tegning for problemlgsning. Kapittelet er strukturert med et
delkapittel for hvert av de tre hovedtemaene, samt et avsluttende delkapittel hvor analysens

funn kort oppsummeres.

4.1 Visuelle representasjoner

Temaet visuelle representasjoner dreier seg om elevenes valg og bruk av tegning med tilhgrende
symboler i lgsningsprosessen pa de vertikale flatene. Elevene benytter ikonisk matematisk
visualiseringer i to av oppgavene, men har utfordringer med visualiseringen nar objektene i
oppgaveteksten er mindre konkrete og mer abstrakte som tid og en ukjent. Pa bakgrunn av dette
er temaet delt inn i to underkategorier; ikonisk matematisk visualisering og abstrakt matematisk

visualisering.

4.1.1 Ikonisk matematisk visualisering

Underkategorien ikonisk matematisk visualisering viser at elevene bruker tegning pa ulike
mater i lgsningsprosessen. Elevene bruker tegning for a studere problemet, de bruker tegning i
prosess, til selvkontroll, samt for & forklare tankerekker og lgsningsprosess til andre. Videre
falger et utdrag av transkripsjoner og fotografi av elevenes vertikale flater for & eksemplifisere
bruken.

o

Elevene bruker tegning for a studere og lete etter mgnster. Innledningsvis i oppgaven

kvadratisk mgnster velger elevene i gruppe 1 schemata ved a benytte heuristikken lag en
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visualisering. Valget tar de for & handtere utfordringen i oppgaven samt for & studere og bruke

tegningen videre i lasningsprosessen. Elevene tegner opp hele figuren bestaende av 9 kvadrater.

Amanda: - det vi kan gjare er & lage (peker pa den vertikale flaten (VF) og tegner
kvadrater med fingeren)
Bjarne: - lage 9 kvadrater

Bjarne: - 1, 2, 3-9 (tegner figuren pa VF, mens han teller antall kvadrater hgyt)

Elevene kommer her raskt i gang med samarbeidet ved at

Amanda foreslar & benytte en visuell multifunksjonell \ Y
representasjon. Bjarne tegner figuren som vist pa bilde 1, og \mm?};"
elevene i gruppen har fokuset rettet mot helheten i tegningen pa
mikroniva. Elevene studerer deretter tegningen for a se etter Bilde 1: Gruppe 1 sin visualisering i

menster, og tegningen brukes aktivt videre i lgsnings- oppgave 1

prosessen som eksemplifisert under.

Amanda: - na tror jeg det bare er a telle, for det er pd en mate 1 2 3 pa hvert kvadrat, sa

ganger med 9 (peker pa fyrstikkene i hvert kvadrat pa tegningen mens hun

teller)
Bjarne: -nei, siden man tar bare to her... (teller mens han peker pa figuren)
Christian: - men det er jo en pa tuppen der og (peker pa detaljer i figuren)
Amanda: - men se, hvis vitar 1 2 3, 1 2 3 (teller og peker pa fyrstikkene i kvadratene)
Bjarne: - 4 ja, det er 3 pa alle, 3 ganger 9 det er jo..
Amanda: -27
Christian: - men det er jo farst det her da (peker pa den farste fyrstikken i kvadratet)
Amanda: - men det spiller ikke noe rolle...
Bjarne: - hvis vi skriver at her finnes det en (skriver tallet 1 pa hver side av kvadratene)
Christian: - mhm, ja det blir vel sann, men pa den streken der (peker pa siste fyrstikk i

det siste kvadratet pa figuren)

Bjarne: - men da far den her 4
Christian: - ja, akkurat, det er en som har 4 (ngkkellgsningside, blir forkastet)
Bjarne: - ok, s disse to pa kantene ma ha 4 (skriver 4 i farste og siste kvadrat)

Utdraget viser hvordan fokuset skifter fra helhet i tegningen til at gkningen for hvert kvadrat er
tre. P& mikroniva gar dermed elevene fra a ha et helhetlig overblikk til & trekke ut en viktig
detalj i tegningen, som bidrar til at de ser mgnster og sammenhenger som videre resonnement

baseres pa. | tillegg bidrar tegningen til a samle gruppens fokus mot den vertikale flaten pa
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makroniva. Tegningen brukes aktivt i lgsningsprosessen gjennom a se etter mgnster for a
utforme en eksplisitt formel som representeres verbalt og symbolsk. Utdraget over viser at
fokusskiftene og valget av en visualisering bidrar til at Christian relativt tidlig i prosessen
oppdager og presenterer en ngkkellgsningside. Dette samsvarer med Koichus (2018) SCM-
modell der ngkkellgsningsideen fremkommer som et resultat av skiftende fokus i
lgsningsprosessen. Denne ideen blir imidlertid forkastet av resten av gruppen, og

l@sningsprosessen fortsetter.

Elevene bruker tegning i prosess. Elevene i gruppe 2 velger ogsa a benytte heuristikken lag en
visualisering i oppgaven kvadratisk mgnster, men ulikt fra gruppe 1. Valget tar de for & handtere

informasjonen i oppgaven samt for a trekke slutninger i utformingen av en formel, som utdraget

under viser.
Else: - vi bar kanskije lage en sann formel? (ser pa Frida)
Frida: - ja det burde vi gjare, i det farste kvadratet er det 4
DEF: (ser pa oppgaveteksten mens de diskuterer)
Daniel: - skal vi tegne eller skrive?
Frida: - hvis ett kvadrat er 4 (tegner ett kvadrat og skriver 4)
Else: - 0g to er sju
Frida: (tegner to kvadrat og skriver 7)
Else: - tre er ti
Frida: - tre er ti ja (tegner tre kvadrat og skriver 10)
Else: - det er liksom +3 hver gang ...
Frida: - hvis eneren har 4 sa kan man ta 8-3 som er 24 (ngkkellgsningside)

Utdraget viser at Frida tegner figurene fra oppgaveteksten gjennom

prosesstegning med tilhgrende tallsymbol, se bilde 2. Elevene kobler D‘f
tallsymboler til tegningen som bidrar til & tydeliggjere informasjonen i [D?_
oppgaven, og hjelper elevene med & oppdage at antall fyrstikker gker med \3—:{:_7 {0
3 for hvert nye kvadrat. Prosesstegningen bidrar dermed til & trekke = s
slutninger for a finne en rekursiv formel verbalt, og deretter en eksplisitt  Bilde 2: Gruppe 2 sin
formel. Fokuset pa mikroniva blir direkte rettet mot detaljen +3 heller enn p“’jﬁ;ﬂ;ﬁg'{‘g I
helheten i tegningen, som hos gruppe 1. I motsetning til gruppe 1 viser

utdraget over at fokuset pa makroniva varierer i multiplisitet, og er rettet mot flere steder
vekselsvis; mot den vertikale flaten, oppgaveteksten og elevene innad i gruppen. Det veksles

altsd mellom individuelle ressurser, interaksjon innad i gruppen, og i sterre grad mot
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oppgaveteksten som ekstern ressurs. Det virker narliggende & tro at dette er fordi de benytter
prosesstegning, der tegningen oppstar samtidig som de tenker, og dermed ikke har en felles
visualisering som samler gruppens fokus. Ngkkellgsningsideene fremkommer gjennom valg av
prosesstegning og fokusskiftene. Gruppen bruker prosesstegning i en rekursiv tankegang, far

de utarbeider en eksplisitt formel representert verbalt og symbolsk.

Et annet eksempel av tegning i prosess, som jeg gnsker .
a trekke frem, er lgsningsprosessen til gruppe 1 i Al
oppgaven yoghurtis. Her velger elevene innledningsvis
a skrive ned, og pa den maten fa oversikt over,
informasjonen i oppgaven, som vist gverst pa bilde 3 av
den vertikale flaten. Valget tar de for & handtere
informasjonen i  oppgaveteksten, som  videre
representeres 1 tegningen de genererer, gjennom
heuristikken lag en visualisering. Tegningen driver

prosessen fremover som vist i utdraget under, og bidrar

Bilde 3: Gruppe 1 sin visualisering i
til & samle gruppens fokus mot den vertikale flaten pa prosess i oppgave 4

makroniva. Pa mikroniva gar fokuset fra helhet til detaljer i tegningen, gjennom peking, telling

og kobling til symboler, som vist under.

Amanda: - vanilje og sjokolade, og vanilje og sitron (skriver V & SJ, V og SI)
Amanda: -0k, sa tegner vi opp 1 2 3 4 (teller mens ho peker pa de fire begrene, og tegner
flere beger)
Christian: - nei, vent litt nd, na blir det det der (peker pa de fire begrene) - ganger 3.
(ngkkellgsningside)

Amanda: - ja, det blir det (sveiper pennen over de fire begrene) - 4 ganger 3
Christian: - 4 ganger 3, 12! Ferdig!
Amanda: (tegner bue/klamme pa de 4 farste begrene og skriver 4-3) - jo se her, fordi at

det er 3 ulike smaker (peker pa VF og skriver =12)

Utdraget viser at Amanda tegner beger med is, med tilhgrende symboler, i prosess, og elevene
bruker da prosesstegning for & drive lgsningsprosessen fremover. Etter flere fokusskifter
mellom individuelle ressurser og interaksjon innad i gruppen, oppdager Christian
nekkellgsningsideen om & gange 4 med 3. Her spiller visualiseringen en avgjgrende rolle med
a trekke slutninger i lgsningsprosessen frem mot ngkkellgsningsideen og endelig lgsning.

Tegningen bidrar til at elevene oppdager produktregelen, er en faktor for & skape forstaelse,
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samt bidrar til en symbolisering og en vellykket overgang fra det multifunksjonelle
kontekstuelle representasjonssystemet, via det visuelle, til det monofunksjonelle symbolske
systemet. Bilde 3 viser at Amanda benytter klamme (andre mediatorer) for & trekke sammen
og vise at det er 4 ulike strassel man kan ha pa 3 ulike typer yoghurtis, og at dette igjen gir 4-3
som er 12 ulike kombinasjoner, samt kobler bokstaver og tallsymbol til visualiseringen. Flere
av elevenes overganger kan regnes som delvis kongruente ved at de har en en-til-en
korrespondanse mellom representasjonssystemene, som forsterkes gjennom peking og muntlig
sprak. Ved a benytte klamme som nevnt over gjgres overgangene eksplisitte, noe som bidrar til
gkt forstaelse innad i gruppen, men ogsa til at andre medelever forstar bade tegning, overganger

og dermed lgsningsprosessen.

Elevene bruker tegning som selvkontroll for a sjekke svaret, blant 1

1
annet i oppgaven kvadratisk mgnster. Dette eksemplifiseres Djmm]
gjennom to utdrag fra lgsningsprosessen til gruppe 2, samt

Bilde 4: Gruppe 2 sin

gruppens illustrasjon i bilde 4. illustrasjon av oppgave 3

Else: - hvis vi sier at vi tar 9 der, 9 der, 2 her og 8 her (peker pa tegningen)

(ngkkellgsningside gjennom endret tankegang/strategi)

Gruppe 2 utarbeider formelen k-2+k-1 etter mye diskusjon innad i gruppen. De er usikre pa

formelen, og for a sjekke svaret velger Else a generere en illustrasjon som vist pa bilde 4.

Utdraget og bilde 4 viser ogsa at Else endrer fokus i gruppens tankegang ved a ga bort fra +3,
og til & gruppere fyrstikkene pa en ny mate; 9 over, 9 under, 8 i midten og 2 pa sidene.
Ngkkellgsningsideen fremkommer ogsa her gjennom fokusskiftene, som bidrar til at Else
oppdager ideen omtrent samtidig som Frida, selv om de er ulike. Ngkkellgsningsideen til Else
er riktig, men likevel blir formelen feil ved at de tar —1 i stedet for +1. Mens gruppe 1 bruker
tegningen til & se etter mgnster og utarbeide en eksplisitt formel, bruker altsa gruppe 2
prosesstegning for a visualisere en rekursiv tankegang, og deretter illustrerer de en figur for &
teste ut den eksplisitte formelen de har utarbeidet, samt som stgtte og illustrasjon av det
symbolske resultatet.

Videre bruker elevene tegningen for & sjekke og feilsgke formelen de har utarbeidet, nar Else

oppdager at formelen ikke stemmer.

Else: - jeg vet ikke, ok, vi ma tenke litt her... (visker ut deler av formelen, mens resten

av gruppa feilsgker) (skriver videre pa VF (9-2)+(9-1)
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Else: - 9:2 er riktig, men 9-1..?

Frida: - vi har glemt den der.. Vi ma ta 9.. (peker pa detalj i tegningen)

Else: - ni minus en pluss to, vi tok ikke med disse her sidene, s& da blir det +2

(skriver +2 bak formelen)

Else: - kan jeg prave pa en ting? (visker ut slutten av formelen og skriver k-2+k+1)

Frida: - 26, 28, det blir 28

Her viser utdraget at gruppe 2 har litt utfordringer med a
utarbeide riktig formel. Overgangen fra kontekst til

symboler blir dermed problematisk.  Suksessfull

[Ty

L 1J7

— . . . 32 -2+3241=17
symbolisering skapes til slutt i en interaksjon mellom Else \ [ [7 O

og Frida, og handteres ved & benytte illustrasjonen. Det — g3-2 +55+1= 09 f:mm

visuelle blir her en viktig drivkraft for a overkomme Dt Lk
utfordringen, og brukes for a sjekke svaret gjennom a
feilsgke i tegningen og deretter utarbeide korrekt formel
som vist i bilde 5. Elevene bruker dermed tegningen til

selvkontroll for & sjekke svaret.

Sher
bundr#
3k k-2+ k4o

Ik
9-A4112 28

q _
(SISl e
]

l

Bilde 5: Gruppe 2 sin lgsningsprosess av

Elevene bruker tegning for & forklare tankerekken og
lgsningsprosessen i Gallery walk. | oppgaven yoghurtis bruker
elevene i gruppe 1 prosesstegning, som overgang fra kontekst til
symboler, og for & lgse problemet (bilde 6). Tegningen driver da
lgsningsprosessen frem mot en endelig lgsning som eksemplifisert
tidligere. Elevene i gruppe 2 gar motsatt vei, og gar fra kontekst via
sprak til symboler, og genererer avslutningsvis en illustrasjon, som

utdraget under viser.

oppgave 3

D12 .
(WAREET $ibbere

®ODD
VATAVA®D;
5 B6D

Bilde 6: Gruppe 2 sin
lgsningsprosess av oppgave 4

Frida: - hvor mange forskjellige kombinasjoner.. Sa du kan ta en istype med fire ulike

strgssel pa hver.

Daniel: - ja

Frida: - sa du far fire pa hver eneste is, 12 da (ngkkellgsningside og lgsning)
Daniel: - men kan vi blande isen.., nei det gar ikke

Frida: - du kan starte med a tegne vanilje fire ganger

51



Else: - ja (tegner flere beger og markerer 4 beger med V, J og M, for vanilje jordbeer

0g mango) - ok, sa vanilje farst, jeg gjer bare sann ok? (tegner is i skalene)

Til slutt i lgsningsprosessen etter at lgsningen pa del 1 og del 2 er funnet gjennom muntlig

resonnement, skriver de symbolene og behandlingen pa den vertikale flaten.

Frida. - vi tar farst eneren her og toeren der (skriver 1 og 2 med ring rundt)

Frida: - 3 ganger 4 er 12, og 4 ganger 6 er 24 (skriver symboler mens hun prater)

Utdraget viser at ngkkellgsningsideen fremkommer tidlig i lgsningsprosessen. Fokuset pa
makroniva er ikke rettet mot den vertikale flaten frem mot lgsningen, trolig ettersom de ikke
har en tegning som bidrar til & samle gruppens fokus. Frida foretar en behandling og en
overgang fra oppgavekonteksten til symboler gjennom verbal resonnering. Utdraget og bilde 6
viser videre at elevene presenterer de endelige lgsningene og de algoritmiske prosessene i det
symbolske monofunksjonelle representasjonssystemet. Dette kobler de til det multifunksjonelle
visuelle systemet i avsluttende Gallery walk, ved a benytte gester og muntlig sprak for & forklare
lgsningsprosessen. Illustrasjonen utarbeides dermed ikke for & bidra i- og drive
problemlgsningsprosessen fremover, men for a brukes til a forklare og kommunisere lgsningen

til elevene i den andre gruppen.

Analysen i utdragene over viser at tegningene bidrar til & samle fokus og brukes pa ulike mater
som drivkraft i lgsningsprosessen; elevene utarbeider tegningen i sin helhet for & studere
problemet, elevene bruker tegning i prosess, elevene bruker tegning til selvkontroll der de
dobbeltsjekker om tankerekker og svar er riktige, og elevene bruker tegning for & forklare
lgsningsprosessen for andre. Tegningen muliggjer ogsa bruken av gester og fremmer dermed

trolig forstaelse i kommunikasjonen og samarbeidsprosessen.

4.1.2 Abstrakt matematisk visualisering

Underkategorien abstrakt matematisk tegning viser at elevene mgter flere utfordringer nar
objektene i oppgaveteksten er mindre konkrete og mer abstrakt, som tid og en ukjent;
utfordringer med overganger, som igjen skaper utfordring med & generere en tegning. Disse

utfordringene farer til at problemlgsningsprosessen stopper opp.

Elevene har utfordringer med & generere en abstrakt matematisk visualisering. Dette
eksemplifiseres med utdrag av gruppe 1 sitt arbeid med oppgaven hvor mye har de spart.
Innledningsvis vurderer elevene valg av schemata for & handtere utfordringen i oppgaven, mens

de star foran oppgaveteksten og diskuterer. Det kan tenkes at den hgye graden av abstrakthet

52



vanskeliggjer det & bruke en visualisering innledningsvis, da det 4 illustrere en ukjent starrelse

er utfordrende. Utdraget under viser den innledende prosessen med & hente ut og strukturere

informasjon fra oppgaven.

Amanda: - sa Thea har spart en todel av Celina, og Filip en tredel av Celina (skriver

T=Y% og F=1/3 pa VF), (ser pa oppgaveteksten) - og han 75?

Bjarne: - nei, Thea har spart 75 kroner mer enn Filip

Amanda: (skriver T 75 kr mer enn F)

Christian: - oK....

Amanda: - men eh, hm.., er 75 liksom den ene tredelen da? (ser pa B & C) -det vet vi jo
ikke..

Christian: - vi kan jo bare prgve noe pa starten og se om det funker?

Forsker: - et lite tips; det kan vare lurt & tegne

Christian: - hvis du tegner liksom...

Amanda: - men tegne...??

ABC: (holder seg videre i det symbolske systemet og tester ut tallkombinasjoner)

Utdraget viser at elevene har utfordringer med & tegne den
ukjente. I de to foregaende oppgavene representerer objektet
et antall og elevene har ingen problem med a tegne, men her
inneholder oppgaven noe nytt (brgkdel av en ukjent), og dette
ser ut til & problematisere visualiseringen. P& grunn av dette
holder trolig elevene seg i det monofunksjonelle symbolske
representasjonssystemet mens de benytter heuristikken preve
og feile pa ulike tallkombinasjoner. Elevene har altsa
utfordringer med overgangen fra det Kkontekstuelle
representasjonssystemet til det visuelle systemet. Bade
vansker med visualiseringen og abstraksjonsgraden i
oppgaven farer trolig til gjentatte fokusskifter. Etter en lang
stund ser jeg at de begynner & miste motet og spgr om de

trenger et lite hint.

ABC: - jalt

(mQDRH50.
Fiy O B

T~
Fzy
3

L

e o

Bilde 7: Gruppe 1 sin lgsningsprosess
av oppgave 3

Forsker: - hvis vi sier at Filip har s3 mye (tegner en blokk bak Filip) -hvor mye har

Thea og Celine da?

Amanda: - ja da har Celine tre sanne (tegner 3 blokker bak C) - og Thea har to
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Christian: - nei, to og en halv, henne har, nei, en og en halv (del av ngkkellgsningside,

oppstar etter hint)

Her viser utdraget at mine hint er avgjerende bade for deler av ngkkellgsningsideen, og for &
drive prosessen videre da elevene ser ut til & gi opp. Dette er i trad med Liljedahl (2021) som
papeker viktigheten av asynkrone hint fra laerer for & opprettholde flyt og engasjement i
lasningsprosessen, og dermed bidra i problemlgsningen som et stgttende stillas. Utdraget og
bilde 7 viser videre at elevene klarer a generere en abstrakt visualisering lignende en
blokktegning etter mitt andre hint. Tegningen bidrar til & samle elevenes fokus mot den vertikale
flaten pd makroniva, og mot detaljene pa mikroniva, mens de iherdig prever a finne ut hvor

mye barna har spart.

Utfordringene elevene mgter stopper problemlgsningsprosessen. Dette eksemplifiseres i
oppgaven hvor mye har de spart, der elevene i gruppe 1 benytter heuristikken pragv og feil mens
de prever a finne den ukjente. Det tyder dermed pa at det ikke bare er overgangen fra kontekst
til visualisering som er utfordrende, men ogsa overgangen fra blokktegning til symboler. Nar
de diskuterer og tester ut tall visker de hele tiden bort tidligere forsgk, da bruken av vertikale
flater innbyr til nettopp dette. Elevene er heller ikke redde for & preve og feile ettersom de raskt
kan viske ut eventuelle feil. Det kan derimot tenkes at den konstante viskingen farer til at

elevene mister oversikten i prosessen, som igjen kan tenkes a fare til at lgsningsprosessen

dragyer ut.
Christian: - hva om han har 100, da har hun 300
ABC: (gruppen vender blikket mot forsker)
Forsker: - se pa de to blokkene bak Thea, 75 kroner mer enn Filip
Amanda: - men da kan det veere 125, hvis den blokken der er 25 og den er 100 (peker pa
blokkene) -vent, vent..
Christian: - prav a finne den da (peker pa blokken bak Filip)
Amanda: - hvis den er 25, da er den 50, det gar ikke nei..
Bjarne: - gar det a dele 175 pa 2?
Christian: - ja, det gar jo
Amanda: - ja, men..
Bjarne: - sikker? siden det er femmer, det er femmer i, og det gar ikke..
Christian: - ok, da ma han ha spart noe som
Bjarne: - det ma vaere et helt tall
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Her viser utdraget at overgangen fra det multifunksjonelle visuelle representasjonssystemet til
det monofunksjonelle symbolske systemet er utfordrende. Det kan tenkes at det er pa grunn av
det hgye abstraksjonsnivaet i blokktegningen, som dermed vanskeliggjer en kongruent
overgang, altsa en en-til-en oversettelse fra tegningen til symboler. Elevene holder seg innenfor
aritmetikken, muligens fordi algebraisk tankegang rundt en ukjent er utfordrende. De praver og
feiler med ulike tallkombinasjoner, men forkaster ideene pa bakgrunn av at de far halve kroner.
Dette betyr antageligvis at elevenes tidligere erfaringer med liknende oppgaver bare har gitt
hele tall til svar. Fokuset er pa mikroniva rettet mot detaljer i blokktegningen, dette kan ses pa
grunn av pekingen. Fokuset skifter mellom individuelle ressurser, interaksjon innad i gruppen

og med eksterne ressurser som her er hint fra meg.

Elevene velger a ikke tegne for a visualisere abstrakt objekt. I oppgaven krysse en gammel bro
har elevene mulighet til & benytte ulike representasjoner, visualiseringer og blant annet
heuristikken lag en systematisk tabell. De kan blant annet tegne en ikonisk matematisk tegning
med bruk av piler for & representere bevegelse eller en abstrakt matematisk tegning som en
blokktegning, men ingen av gruppene gjer det. Arsaken til dette kan tenkes & veere at elevene
opplever tid og forflytning som abstrakt, og dermed ikke vet hvordan de kan visualisere det.
Det benyttes dermed ikke visualisering gjennom elevgenererte tegninger i lgsningsprosessen i

denne oppgaven.

Analysen i dette delkapittelet viser at de matematiske objektene, en ukjent og tid, er mer
abstrakte enn antall fyrstikker og kombinasjoner av yoghurtis. Hay grad av abstraksjon farer til
at tegningene ikke kan brukes direkte til a telle, slik vi ser i ikonisk matematisk tegning, og
dermed er det utfordrende for elevene a koble sammen symbol og tegning. Utfordringene viser

seg dermed i overgangene mellom ulike representasjoner, og ferer til at lgsningsprosessen

stopper opp.

4.2 Verbale representasjoner og gester

Temaet dreier seg om elevenes bruk av verbale representasjoner og gester i samarbeids-
prosessen i arbeidet med problemlgsningsoppgavene. Spraket og pekingen viser seg a spille en
avgjerende rolle i lgsningsprosessen, der bruken av gester er tett synkronisert med
talestrammen. | tillegg til & bidra i kommunikasjonen mellom elevene fungerer de ogsa som
egne representasjoner og i noen tilfeller skaper de selve overgangen mellom ulike

representasjonssystem.
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Elevene bruker muntlig sprak for & skape overganger mellom ulike representasjonssystem.
Dette vises gjennom utdrag av den innledende lgsningsprosessen til gruppe 2 i oppgaven
kvadratisk mgnster, som viser en annen overgang enn den vi ser hos gruppe 1 presentert i
delkapittel 4.1.1 over. Her ser vi en overgang fra det multifunksjonelle kontekstuelle

representasjonssystemet via det verbale til det monofunksjonelle symbolske systemet.

Frida: - hvis ett kvadrat er 4 (tegner ett kvadrat og skriver 4)
Else: - 0g to ersju

Frida: (tegner to kvadrat og skriver 7)

Else: - tre er ti

Frida: - tre er ti ja (tegner tre kvadrat og skriver 10)

Utdraget viser at Frida og Else sine fokusskift mellom individuelle ressurser og interaksjon med
hverandre gir en overgang fra oppgavekontekst via spraket til en symbolisering. Her benyttes
ikke peking slik som hos gruppe 1, men overgangen skjer verbalt gjennom en beskrivelse av
tankerekker i samhandlingen mellom jentene, samtidig som de benytter prosesstegning. Her
skapes overgangen gjennom det verbale, og man kan si at spraket er selve overgangen. Dette

kan ogsa ses i lgsningsprosessen av oppgaven yoghurtis i utdraget under.

Frida: - det er tre forskjellige smaker og fire forskjellige strg, sd du kan bare ta hvert
eneste strg pa en, hvis du tar vanilje da sa tar du de fire forskjellige strgene pa,
sant, sa da blir det enkelt, da blir det 12

Utdraget viser at Frida foretar en muntlig overgang fra det multifunksjonelle kontekstuelle
representasjonssystemet til det monofunksjonelle symbolske systemet. Frida gjer en verbal

overgang, og man kan igjen si at spraket er selve overgangen.

Elevene bruker gester som en ekstern representasjon, og som overgang mellom ulike
representasjonssystem. Dette eksemplifiseres med utdrag fra den innledende lgsningsprosessen
i oppgaven kvadratiske mgnster til gruppe 1, som viser overgangen mellom multifunksjonelle

representasjonssystem; fra det kontekstuelle systemet der oppgaven presenteres, via det verbale

til det visuelle.
Amanda: - det vi kan gjere er a lage (peker pa den vertikale flaten (VF) og tegner
kvadrater med fingen)
Bjarne: - lage 9 kvadrater
Bjarne: - 1, 2.. (tegner figuren pa VF, mens han teller antall kvadrater hgyt)
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Her viser utdraget at Amanda gjer en overgang fra oppgavekonteksten til en visualisering
gjennom bruk av peking og muntlig sprak. Overgangen mellom de ulike multifunksjonelle
representasjons-systemene skapes da ved at hun presenterer ideen sin ved a benytte en gest av
metaforisk dimensjon gjennom a tegne den abstrakte ideen kvadrater med fingen pa den
vertikale flaten. Dette forer til at Bjarne fysisk tegner de ni kvadratene gjennom en
visualisering. Her fungerer gesten som en representasjon i seg selv, og ikke bare stgtter gesten
overgangen fra det kontekstuelle til det visuelle, men fungerer ogsa som selve overgangen.

Gesten bidrar ogsa til & samle fokuset til elevene mot den vertikale flaten, pa makroniva.

Elevene bruker kroppssprak og peker i luften ved manglende tegning. Bruken av andre gester
enn peking eksemplifiseres i oppgaven krysse en gammel bro. Her velger elevene a ikke benytte
visualisering gjennom elevgenererte tegninger i lgsningsprosessen, som nevnt tidligere.
Elevene i begge gruppene holder seg dermed kun i det multifunksjonelle verbale- og det
monofunksjonelle symbolske representasjonssystemet som vist pa bilde 8 og 9, og

etterfglgende utdrag fra transkripsjoner.

A=ADA —

B =l | Ada < T

C = ofslian AT

D= Damat o D.-‘L.."
T Feli4242 Cobans §

A+
it Ao et

B hde A agte 11 OO0 2| 3 mi

Bilde 8: Gruppe 1 sin lgsningsprosess Bilde 9: Gruppe 2 sin lgsningsprosess av
av oppgave 2 oppgave 2

Det ser her ut som at elevene tenker i en tabellstruktur-form, selv om dette ikke fremstar helt
tydelig. Innledningsvis i lgsningsprosessen av oppgaven velger gruppe 1 schemata ved en

verbal representasjon og heuristikken gjett og sjekk, som eksemplifisert under.

Amanda: - det jeg farst tenker er at Ada bar kanskje starte, og ga sammen Daniel som
bruker 10 minutter

Bjarne: - ja, hun pa 1 minutt
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Christian: - da bruker de 10 minutter til sammen da
Amanda: - og da ma Ada ga tilbake over med lommelykta, sa jeg tenker at egentlig Ada

ma veere den som gar frem og tilbake med lommelykta

Christian: - ja for hun bruker 1 minutt
Bjarne: - skal vi starte med Daniel farst da?
Amanda. - ok, sa da kan vi ta Daniel og Ada over, eller vi kan ta sann D og A

forkortelser (studerer oppgaveteksten) -det er faktisk ABCD (skriver ABCD)

Her viser utdraget at lgsningsprosessen i stor grad er basert pa det verbale multifunksjonelle
representasjonssystemet. Det er ogsa her det gjgres behandlinger gjennom muntlig diskusjon i
samarbeidet. Fokuset skifter mellom individuelle ressurser, interaksjon i gruppen og
oppgaveteksten for & hente ut informasjon. Ettersom ingen visuell statte benyttes, er fokuset pa
makroniva i mindre grad samlet mot den vertikale flaten, men mer mot gruppemedlemmene.
Her benytter elevene lite peking i mangel pa visuell statte & peke pa. Utover i
lgsningsprosessen gestikulerer elevene i lufta, trolig fordi de synes det er AJA € 1""7
vanskelig a finne lgsningen. Denel= 0 "o
Bl =2 wn

Mens gruppe 1 starter med gjett og sjekk, viser utdraget under at gruppe 2 ., 4
Cikan S sy

innledningsvis velger & organisere informasjonen fra oppgaveteksten pa den

vertikale flaten for & ha oversikten der, se utklipp av den vertikale flaten bilde Bilde10:

Utklipp av
10. vertikal flate

Daniel: - skal vi skrive ned noe informasjon farst? (studerer oppgaveteksten sammen
med Frida, og videreformidler til Else)

Else: (skriver ned viktig informasjon pa VF, som vist pa bile? Over)

Daniel: (ser bort pa den andre gruppen for inspirasjon)

Frida: - Ada bgr kanskje vare den som krysser med lommelykta hver gang for &
bruke minst mulig minutter?

Frida: - hvis Ada skal ga over med lommelykta hver gang sa ma vi plusse pa 1 minutt
pa alle, men ikke siste gangen, fordi da skal hun ikke tilbake

Else: - men de bruker bare 10 minutter

Else: - & ja, hun ma jo ga tilbake..

Frida: - ja, da blir det 11 minutter til sammen, frem og tilbake, og etter det s& gar C
(peker pa VF) som blir 5 og A tilbake igjen som blir 6, sa da blir det 17 (..)
allerede...
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Utdraget over viser at gruppe 2 ogsa befinner seg i stor grad i det verbale
representasjonssystemet der det gjagres overgang fra kontekst til symboler, og behandlinger
gjennom muntlig sprak. Fokuset pa makroniva samles og rettes i starre grad mot den vertikale
flaten pa grunn av informasjonen som er nedskrevet. Her ser man ogsa fokusskifter mellom
individuelle ressurser, interaksjon i gruppen, og eksterne ressurser som den andre gruppen, dette

da elevene ser ut til & trenge inspirasjon og hjelp i lgsningsprosessens innledende fase.

Utdragene fra oppgaven krysse en gammel bro tyder dermed pa at gester i form av peking
benyttes i mindre grad nar det ikke foreligger en visualisering eller illustrasjon pa de vertikale
flatene. | oppgaver som inneholder mer abstrakte objekter som i mindre grad kan telles, og
dermed viser seg vanskeligere a tegne, kan det ogsa tenkes at spraket spiller en starre rolle.
Dette da elevene bruker spraket for & kommunisere ideer og bidra til gjensidig forstaelse i

lgsningsprosessen i mangel pa noe visuelt a statte seg pa.

Elevene bruker gester og muntlig sprak for & handtere utfordringer i overganger mellom ulike
representasjonssystem. For a eksemplifisere dette brukes utdrag av lgsningsprosessen til gruppe
1 i oppgaven kvadratisk mgnster. Etter at gruppe 1 har diskutert seg frem til at det er 3 fyrstikker
i hvert kvadrat og fatt svaret 27, og startet pa del to av oppgaven, utbryter Christian “har vi

egentlig den forste delen riktig?”” mens han peker pa tavla.

Christian: - der er det jo fire til sammen pa den farste boksen der (peker pa det farste

kvadratet) (Samme ngkkellgsningside som tidlig i lasningsprosessen)

Christian: - se, hvis den her er 4, sa er resten 3 (peker pa kvadratene i tegningen)

Amanda: - ja, men vi sa jo at den der er 3.. (peker pa det farste kvadratet)

Christian: - ja, men da ma en av dem vere fire (peker pa det farste og det siste kvadratet)

Bjarne: - det er riktig, det er en som er fire

Amanda: - & ja, ja nd skjgnte jeg det (peker pa tegningen og teller fyrstikker)

Amanda: - da er det pluss 4 da, 3 ganger 8 pluss 4 da

Bjarne: - nei det blir 4 ganger 9 (visker ut tidligere utregning)

Amanda: -nei, det blir jo ikke det siden det er bare en som har 4 (peker pa det siste
kvadratet)

Christian: - det kan veere den farste og, men bare en av dem

Bjarne: - & (skriver 3-8=24, +4=28)

Elevene i gruppe 1 har utfordringer med endene i tegningen sin, farst ved a anta at bade det

farste og det siste kvadratet har fire fyrstikker, for sa a anta at alle kvadratene har 3 fyrstikker.
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De har altsa utfordring med overgangen fra det visuelle til det symbolske. Utdraget over viser
at Christians deiktiske peking pa detaljer i tegningen fungerer som en bro mellom det verbale
og det visuelle, og bidrar til at ngkkellgsningsideen igjen oppstar og endelig blir forstatt. Den
synkroniserte bruken av muntlig sprak og peking bidrar til en mer kongruent en-til-en
korrespondanse mellom det verbale og det visuelle multifunksjonelle representasjonssystemene
og det monofunksjonelle symbolske systemet. Korrespondansen gjares eksplisitt ved bruk av
peking pa detaljer i tegningen for a bidra til & gke forstaelsen av den verbale forklaringen. Det
kan tolkes slik at Christian bruker deiktiske gester for a bidra til at gruppen retter et felles fokus
mot ngkkellgsningsideen og lgsningsforslaget som de oppdager er feil. Gestene ser ogsa ut til
a forsterke elevenes kommunikasjon slik at det ser ut til & gke forstaelsen ferst hos Amanda og

deretter hos Bjarne.

Utdragene i dette kapittelet viser gesters viktige dimensjon i den sosiale interaksjonen i
lgsningsprosessen pa de vertikale flatene. | tillegg setter elevene ord pa sine ideer og
tankerekker gjennom verbale formuleringer, som dermed er viktig i kommunikasjon og
forstaelse. Utdragene viser ogsa hvordan spraket og gestene bidrar til & drive lgsningsprosessen
fremover. Muntlig sprak, fortrinnsvis brukt til resonnering, forklaring og diskusjon, og gester,
stort sett gjennom peking pa de vertikale flatene, er en stor del av samarbeidsprosessen og
fokusskiftene mellom individuelle ressurser og interaksjon innad i gruppen. Dette kan ses i mer
eller mindre grad hos begge gruppene i lgsningsprosessene i denne studien. Bruken av gester
er ofte tett synkronisert med talestrammen, og gester er da direkte involvert i
kommunikasjonsprosessen og er med pa a forsterke meningen av muntlige utsagn i likhet med

Roths (2002) definisjon av gester.

4.3 En agent a leere av

Dette temaet dreier seg om elevenes valg og fokusskifter nar de mgter utfordringer i overgangen
mellom ulike representasjonssystem, trenger bekreftelse pa eget resonnement, eller nar de star

fast i lgsningsprosessen.

Elevene velger en agent & leere av nar de mgter utfordringer med overganger mellom ulike
representasjonssystem. | lgsningsprosessen av oppgaven hvor mye har de spart, har elevene i
begge gruppene utfordringer med overgangen fra det multifunksjonelle visuelle
representasjonssystemet til det monofunksjonelle symbolske representasjonssystemet. Elevene
er igjen i ferd med a gi opp, og jeg ser behov for & gi et hint til gruppe 1.
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Forsker: - husk at Thea har 75 kroner mer enn Filip, se pa blokken bak Thea, hvis en
halv blokk er...?
Amanda: - 75, da er en hel boks 334 ja (snur seg mot VVF og skriver 75) - fordi at hvis en

halv blokk er 75, sa blir en hel blokk (del av ngkkellgsningside, oppstar etter

hint)
Christian: - 150
Amanda: - sa blir en hel blokk 150 ja, og hun (peker pa Celine og de tre blokkene pa VF)

har tre av de sa da blir det 150..
Christian: - ganger 3

Elevene i gruppe 2 star ogsa fast, og jeg ber speideren ga bort til den andre gruppen for a fa et

hint av dem. De forstar imidlertid ikke hintet helt, sa jeg gir dem et hint til.

Forsker: - hvis en halv blokk er 75, hvor mye er en hel blokk da?

Frida: - da blir det 150, & gud da.. (del av ngkkellgsningside, oppstar etter hint)

Her viser utdragene at mine hint igjen bidrar til at siste del av ngkkellgsningsideen fremkommer
hos begge gruppene. Ngkkellgsningsideen i denne oppgaven er todelt hos begge gruppene, og
bestar dermed av to ulike ideer. | gruppe 1 er det Amanda som har begge delene av
ngkkellgsningsideene, mens det i gruppe 2 kommer Else frem til den farste delen og Frida den
neste. Dette samsvarer ikke med SCM-modellen der ngkkellgsningsideen beskrives som en ide
som en av problemlgserne kommer frem til. Ngkkellgsningsideen kommer som et fokusskifte
mot- og valg av en agent a lere fra, altsa mot eksterne ressurser som i dette tilfellet er meg.
Nar det gjelder overgangen fra det multifunksjonelle visuelle representasjonssystemet til det
monofunksjonelle symbolske systemet viser det seg at visualiseringen ikke bidrar i like stor
grad som de ikonisk matematiske tegningene gjer i oppgavene kvadratisk mgnster og yoghurtis.
Utdragene over viser at det er flere hint fra meg som er den starste bidragsyteren, altsa en agent

a lere av.

Elevene velger en agent a lere av nar de trenger bekreftelse pa eget resonnement. | oppgaven
kvadratisk mgnster kommer elevene i gruppe 2 frem til endelig lgsning pa del 1 av oppgaven,

etter feilsgking i illustrasjonen sin.

Else: - kan jeg preve pa en ting? (visker ut slutten av formelen og skriver k-2+k+1)
Frida: - 26, 28, det blir 28... (DEF ser bort pa den andre gruppen for bekreftelse)
Else: - ja, det er riktig, ja, det er 28 (skriver =28 med to streker under svaret)

Frida: - skal jeg sparre om det er riktig? (snur seg mot forsker for bekreftelse)
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Frida: - er det 28
Forsker: (nikker og smiler)
DEF: (smiler)

Utdraget viser her at alle elevene pa gruppen retter blikket mot den andre gruppen, og skifter
dermed fokus mot eksterne ressurser, og velger en agent & lere av for a fa bekreftelse pa
resonnement og lgsning. Frida er fortsatt litt usikker og skifter fokus mot meg, og velger dermed

en annen agent a lere av, for igjen a fa bekreftelse pa formelen og lgsningen til Else.

Elevene velger en agent a leere av nar de star fast i lgsningsprosessen og dermed ikke klarer &
komme frem til ngkkellgsningsideen. I oppgaven krysse en gammel bro tenker begge gruppene
I utgangspunktet at Ada, som er den raskeste, ber lgpe frem og tilbake med lommelykta hver
gang. Det viser seg etter en lang prosess med mye diskusjon, preving og feiling at dette ikke
gir riktig svar. Det ma et spesifikt hint til fra meg far de endrer tankegangen sin, altsa en agent
a leere av. Det viser seg at ngkkellgsningsideen ogsa her er todelt. Elevene i begge gruppene er
i ferd med & miste motet etter flere forsgk med ulike personer som krysser broen sammen, og

jeg spar om de trenger et hint.

Amanda: - ja!

Forsker: - C og D bgr ga over sammen en gang, kanskje ikke i starten, men en gang
(del av ngkkellgsningside)

Amanda: - men Ada kan jo bli igjen over broen, og sa ga tilbake igjen med lommelykta
(del av ngkkellgsningside)

Frida: - hae?

Amanda: - Ada kan jo bli igjen pa den andre siden av broen, sa tar noen andre

lommelykta, og s kan hun ga senere

Frida: - jo, det gér an det,..., hvis en gar med Ada, og sa gar

Amanda: - s& far den lommelykta

Frida: - sa gar den over, henter en ny en, og sa gar Ada over til slutt

Daniel: - ja, det er faktisk sant

Amanda: - ja, nd skjenner jeg hvorfor de burde ga sammen, fordi da tar det 10 minutter i

stedet for (peker pa navnene pa tavla, 15)

Bjarne: - Ada og Bodil

Amanda: - nei, jo det kan funke (visker ut pa tavla) - det ma veere...
Bjarne: - siden C og D skulle ga sammen

Amanda: - ja det er sant
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Her viser utdraget at mitt hint direkte er en del av en ngkkellgsningside, og at Amanda
umiddelbart etter hintet kommer med andre del av ngkkellgsningsideen. Igjen er den todelt og
fremkommer av to ulike personer, men som fokusskifte mellom individuelle ressurser og
eksterne ressurser. Begge gruppene velger en agent a lere av nar lgsningsprosessen er i ferd
med & stoppe opp. Etter Amanda har formidlet sin ide, begynner begge gruppene a samhandle
for at alle skal forsta ngkkellgsningsideen til Amanda. Elevene gar dermed sammen og danner
en starre gruppe, og retter fokus mot hverandre pa makroniva. Gjennom verbale formuleringer
setter Amanda og Frida ord pa sine ideer og tankerekker, som har stor betydning for at resten
av elevenes forstaelse. Amandas ngkkellgsningside bidrar til at elevene retter fokus mot
detaljerte egenskaper i oppgaven, som de baserer videre resonnement pa, for a til slutt finne den
endelige lgsningen. Fokuset veksler mellom individuelle ressurser, interaksjon pa tvers av
gruppene og med en agent a lare av. Utdraget over viser ogsa at det ikke bare er speideren som
skifter fokus mot eksterne ressurser, men alle elevene i begge gruppene skifter fokus mot en

agent & lere av, og deretter mot medelever i den andre gruppen.

Nar elevene mgter utfordringer med overganger mellom representasjonssystem, trenger en
bekreftelse pa eget resonnement eller star fast i lasningsprosessen, skifter de fokus mot eksterne
ressurser, som den andre gruppen, oppgaveteksten eller meg for hint. Eksemplifisering og
utdrag flere steder i analysen viser dessuten at elevene ikke alltid velger samme agent & lare
fra. En elev pa gruppen kan velge a rette fokus mot meg, en velger a rette fokus mot
oppgaveteksten og en velger fokusskifte mot den andre gruppen. Hvem som gjar hva, varierer
fra gang til gang i lgsningsprosessene. Ut fra observasjoner og utdrag i dette kapittelet viser det
seg at elevenes behov for en agent a lre av, og da serlig i form av hint fra meg eller den andre
gruppen, er starst i oppgaver som inneholder mer abstrakte matematiske objekt, som tid og en
ukjent, og dermed er vanskeligere a visualisere pa egenhand. Ved matematiske objekt som
direkte kan visualiseres og telles viser det seg at elevene ikke har behov for statte og hint i like
stor grad, men skifter fokus mot eksterne ressurser mer for bekreftelser for egne tankerekke,

ideer eller lgsningsforslag.

4.4 Oppsummering av funn fra analysen

Gjennom bearbeiding og analyse av datamaterialet kom det frem tre hovedtema; visuelle
representasjoner, verbale representasjoner og gester, og en agent a leere av. Analyse av visuelle
representasjoner viser at elevene benytter to typer tegninger i lasningsprosessen pa de vertikale

flatene; ikonisk matematisk visualisering og abstrakt matematisk visualisering. Analysen viser
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at elevene genererer og bruker ikonisk matematisk visualisering pa fire ulike mater; elevene
utarbeider tegning i sin helhet for a studere problemet, elevene bruker tegning i prosess for a
drive lgsningsprosessen fremover mot en ngkkellgsningside, elevene bruker tegning for
selvkontroll der de dobbeltsjekker om tankerekker og svar er riktige, og elevene bruker tegning
for & forklare lgsningsprosessen for andre i avsluttende Gallery walk. Elevgenererte tegninger
bidrar til & samle gruppens fokus mot de vertikale flatene, og fremmer en dynamisk
kombinasjon av fokusskift mellom interne ressurser og interaksjon innad i gruppen, og er
dermed en viktig drivkraft i problemlgsningsprosessen. Analysen viser videre at elevene trolig
har lite erfaring med blokktegning og abstrakt matematisk visualisering, og meter dermed flere
utfordringer nar objektene i oppgaveteksten er mindre konkrete og mer abstrakt, som tid og en
ukjent. Utfordringene viser seg i overganger, som igjen skaper utfordring med & generere en

tegning, og dette farer til at problemlgsningsprosessen stopper opp.

Analyse av verbale representasjoner og gester viser at elevens bruk av peking er tett
synkronisert med talestrammen, og viser dermed gesters viktige dimensjon i den sosiale
interaksjonen i lgsningsprosessen pa de vertikale flatene. | tillegg setter elevene ord pa sine
ideer og tankerekker gjennom verbale formuleringer, som er viktig i kommunikasjon og
forstaelse. Analysen viser at elevene bruker gester som overgang eller stgtte i overgangen
mellom ulike representasjonssystem, og enkelte ganger som en ekstern representasjon. De
bruker ogsa muntlig sprak for a skape overganger. Nar elevene ikke har en tegning pa den
vertikale flaten som bidrar til & samle fokus bruker elevene kroppssprak og peker i luften i stgrre
grad enn & peke pa flaten. Gester og spraket benyttes for a handtere utfordringer i overganger
mellom representasjonssystem. Analysen viser ogsa at samarbeidet i problemlgsningen pa de
vertikale flatene bestdr av en dynamisk kombinasjon av fokusskifter mellom individuelle
ressurser og interaksjon innad i gruppene, som fremkommer gjennom ideformidling, dialog og

diskusjon i kombinasjon med peking i hele lgsningsprosessen.

Analyse av temaet en agent a lere av viser at elevene skifter fokus mot eksterne ressurser som
den andre gruppen, oppgaveteksten eller meg for & fa hint nar lgsningsprosessen stopper opp,
de velger altsa en agent & laere av. Dette valget og fokusskifte tar elevene nar de star fast i
lgsningsprosessen, trenger bekreftelse pa eget resonnement, eller nar de mgater utfordringer i
overgangen mellom ulike representasjonssystem. Det viser seg at ngkkellgsningsideen kan
veere delt. Analysen viser ogsa at elevene ikke alltid velger samme agent a leere fra, samt at
elevenes behov for en agent & lere av er sterst i oppgaver som inneholder mer abstrakte

matematiske objekt, som tid og en ukjent, og dermed er vanskeligere a visualisere.
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5 Diskusjon

Jeg har i denne kvalitative casestudien undersgkt hva som kjennetegner 6. trinnelevers bruk av
semiotiske representasjoner i problemlgsning pa vertikale ikke-permanente flater. For & kunne
belyse dette er det ved hjelp Lesh (1981, 1987) og Duvals (2006) rammeverk, samt teori om
gester- og tegning for problemlgsning, analysert elevenes bruk av representasjoner og
overganger mellom ulike representasjonssystem i arbeid med fire problemlgsningsoppgaver.
Det er videre benyttet Masons (2008) og Koichus (2018) rammeverk og SCM-modell for a se
pa hvilken sammenheng bruken av representasjoner har med elevenes valg og fokusskifte i
problemlgsningsprosessen i et valgrikt leeringsmiljg, som her er basert pa Liljedahls (2021)

tenkende klasserom.

| dette kapittelet diskuteres analysens funn opp mot prosjektets teoretiske ramme samt tidligere
forskning, og ses i sammenheng med praksis i skolen. Diskusjonen belyser prosjektets tre
forskningsspgrsmal;  «Hvordan anvender elevene semiotiske representasjoner i
problemlgsningsprosessen pa de vertikale flatene, og hvordan skapes overganger mellom ulike
representasjonssystem?», «Hvilken sammenheng har bruken av semiotiske representasjoner
med valgene og fokusskiftene i problemlgsningsprosessen pa de vertikale flatene?», samt
«Hvordan handterer elevene eventuelle utfordringer i overgangen mellom ulike

representasjonssystem?», og bidrar dermed til & besvare problemstillingen.

Kapittelet er tredelt tilsvarende analysens tema. Farst diskuteres elevers bruk av tegning i
problemlgsning. Her drgftes blant annet elevgenererte tegningers rolle i problemlgsnings-
prosessen som en viktig kilde til forstdelse og kommunikasjon. Videre diskuteres
prosesstegningers bidrag til vellykkede overganger, statte i tankeprosessen og som ivaretaking
av oppgaveinformasjonen, samt bruken av tegning til selvkontroll. Viktigheten av at abstrakt
matematisk visualisering leeres for a kunne bidra i lgsningsprosessen drgftes ogsa. Deretter
diskuteres muntlighet og peking i problemlgsning som bidrar til & gi mening i
kommunikasjonsprosessen, fremmer fokusskifte mellom ulike ressurser og fungerer som stgtte
I overganger, og enkelte ganger som overgang og ekstern representasjon i seg selv.
Avslutningsvis diskuteres elevers valg nar alt stopper opp. Her draftes at en vellykket
problemlgsning er avhengig av et valgrikt lzeringsmiljg som gir elever mulighet til a skifte fokus
mot eksterne ressurser, og velge en agent a lzere av, nar individuelle og kollektive ressurser tar

slutt og nar de mgter utfordringer i overgangen mellom ulike representasjonssystem.
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5.1 Elevers bruk av tegning i problemlgsning

Undersgkelsen viser at elevene bruker en kombinasjon av det Rellensmann et al. (2017) kaller
situasjonstegning og matematisk tegning i to av oppgavene. Denne kombinasjonen har jeg valgt
a betegne ikonisk matematisk visualisering. Elevene viser god kunnskap om ikonisk matematisk
visualisering og tegning for problemlgsning, da tegningene bestar av enkle former med
tilhgrende symboler skapt for a etterligne og representere de matematiske objektene i oppgaven.
Tegninger kan ifglge Duval (2006) sjeldent utrykke matematiske utsagn i seg selv, men ved at
elevene kobler tall og bokstaver til tegningene skaper de mening, og sammen med muntlig
sprak bidrar de til forstdelse i den matematisk kommunikasjon i lgsningsprosessen. |
problemlgsning beskriver tegninger ifglge Rellensmann et al. (2017) prosessen og produktet av
a generere en illustrasjon som korresponderer med objekter og relasjoner beskrevet i oppgaven.
Mine funn viser at elevene genererer tegninger bade i prosess og i sin helhet som produkt.
Tegning i prosess viser seg a ivareta objektet og relasjonene i problemlgsningsoppgaven i starre
grad enn nar tegningen genereres i sin helhet for a studeres, trolig fordi tegningen oppstar mens
de tenker. Analysen viser at gruppe 1, som tegner en kvadratfigur med ni kvadrater for deretter
a se etter mgnster, har utfordringer med a se at det fgrste kvadratet har fire fyrstikker og deretter
en gkning pa tre for hvert nye kvadrat. Dermed oppstar utfordringer i overgangen fra det
visuelle til det symbolske representasjonssystemet. Bruken av prosesstegning viser seg
imidlertid & bidra til mer vellykkede overganger. Dette vises tydelig i visualiseringen til elevene
i gruppe 1 i oppgaven yoghurtis. Prosesstegningen bidrar her til forstaelse hos medelever og en
vellykket overgang, blant annet gjennom bruken av andre mediatorer slik at overgangen gjeres
eksplisitt. Dermed tydeliggjares overgangen og gker trolig forstaelsen hos medelevene, i likhet
med hva Solem (2020) peker pa. Elever bar derfor lzere prosesstegning og det a vere eksplisitte
i overgangene, for eksempel ved bruk av klammer, farger etc. Flere av overgangene i
prosesstegningene kan ogsa betraktes som kongruente i hgy grad, da elevene foretar en en-til-
en korrespondanse slik Duval (2006) beskriver det, noe som ogsa bidrar til & gke forstaelsen i
samarbeidet. | tillegg kobles symboler til tegningen og elevene koordinerer da flere
representasjoner multimodalt, identifiserer likheter og sammenhenger mellom de ulike
representasjonssystemene, for @ omgjare informasjonen fra en representasjon til en annen slik
at overgangen skjer, i trad med Duval (2006), Lesh et al. (1987) og Hana (2014). Elevene viser
dermed at de innehar god kognitiv koordinasjon som Duval (2006) papeker kreves i matematisk

tenking og problemlgsning.
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Analysen viser ogsa at elevenes bruk av prosesstegning ivaretar alle de tre fordelene som
Rellensmann et al. (2017) tilskriver elevgenererte tegninger i sin forskning. For det forste statter
prosesstegning i starre grad organiseringen av den gitte oppgaveinformasjonen, da viktig
informasjon blir ivaretatt gjennom blant annet tilknytning til symboler underveis i
genereringen. For det andre reduserer elevene mengden av informasjon ved & trekke ut det som
er mest relevant og representerer det i tegningen. For det tredje viser det seg at prosesstegning
hjelper elevene med a trekke slutninger som er avgjerende for at ngkkellgsningsideen
fremkommer, og dermed den endelige lgsningen, i starre grad enn tegningen som studeres i sin
helhet. Saundry og Nicol (2006) fant i sin forskning at elever som bruker tegning for
problemlgsning, bade som prosess og produkt, far stette av tegningen i tankeprosessen. Min
undersgkelse viser ogsa dette, men det kan tyde pa at tegning som prosess stgtter bedre opp om
tankeprosessen og bidrar i starre grad til at en ngkkellgsningside fremkommer, enn tegning som
produkt. Det kan dermed tenkes at prosesstegning og eksplisitte overganger bgr gves pa i
tilknytning til problemlgsning pa vertikale flater, da denne visualiseringen ivaretar
oppgaveinformasjonen pa en god mate, og dermed bidrar til forstaelse samt a trekke slutninger

som er avgjerende for & drive problemlgsningen fremover mot en endelig lgsning.

| tillegg til de tre fordelene Rellensmann et al. (2017) fant i sin forskning, kan mine funn
tilskrive elevgenerert ikonisk matematisk tegning for problemlgsning en fjerde fordel. Elevene
bruker nemlig tegning til selvkontroll der de dobbeltsjekker om tankerekker og svar er riktig.
Analysen viser at elevene i gruppe 2 utarbeider en eksplisitt formel ved hjelp av prosesstegning
I kvadratisk mgnster oppgaven. De oppdager etter hvert at formelen ikke stemmer, og velger
da schemata ved a generere en illustrasjon av de ni kvadrater for a ettersjekke svaret. Ifglge
Arcavi (2003) kan visualisering gjennom elevtegning bidra til en symbolisering, ettersom
tegningen kan vaere en faktor for & skape forstaelse. Gjennom a utarbeide en illustrasjon som
ivaretar oppgavens matematiske objekt, og bruke den til a feilsgking, bidrar tegningen til felles
forstaelse hos elevene. Dermed skapes en vellykket overgang fra det kontekstuelle
multifunksjonelle representasjonssystemet, via det visuelle til det monofunksjonelle symbolske
systemet. Dette funnet statter Arcavis (2003) tidligere forskning, der han kom frem til at en
visuell Igsningsprosess kan engasjere elevene i resonnement og forstaelse som lett kan utebli
ved en ren symbolsk prosess eller lgsning. Han fant at visualisering kan ha en komplementaer
rolle i tre aspekter; statte og illustrasjon av symbolske lgsninger, en mulig mate a lgse konflikter
mellom symbolske lgsninger og feil resonnement i Igsningsprosessen, samt hjelpe

problemlgserne med a gjenopprette forstaelsen av en ide som de oversa i den formelle
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lgsningen. | lys av dette viser mitt funn at elever i arbeid med problemlgsningsoppgaver pa
vertikale flater kan bruke tegning til selvkontroll, til & oppdage feil i eget resonnement, og
dermed kan illustrasjoner bidra til vellykkede overganger og dermed vellykket problemlgsning.
| tillegg til & bruke egne tegninger til selvkontroll, muliggjer problemlgsning pa de vertikale
flatene at elevene kan vurdere og fa bekreftelser pa lgsning og prosess ved a foreta et fokusskifte
mot eksterne ressurser, og se seg rundt og vurdere andre gruppers lgsninger i likhet med hva
Liljedahl (2021) hevder i sin forskning. Det kan dermed tenkes at bruk av tegning for
selvkontroll ber fa et stgrre fokus i undervisningen, slik at elever selv kan dobbeltsjekke ideer

og lgsninger far fasit presenteres.

| det innledende arbeidet med oppgaven kvadratisk magnster velger begge gruppene schemata
ved heuristikken lag en visualisering og da en visuell multifunksjonell semiotisk
representasjon. Oppgaven inneholder en illustrasjon av fyrstikkmgnsteret som trolig fremmer
bruken av visuell modellering, og det kan dermed tenkes at elevenes valg tas ut fra dette. Men
ettersom elevene ogsa velger samme schemata i oppgaven yoghurtis kan det vaere narliggende
a tro at elevene handler pa bakgrunn av tidligere kunnskap og erfaring fra problemlgsning pa
vertikale flater. Problemlgsningsoppgavene som benyttes i prosjektet er tilknyttet hverdagslige
kontekster slik Pruner og Liljedahl (2021) oppfordrer til. Dette kan ha bidratt til at skape bro
mellom tidligere kunnskap og det matematiske problemet som skal handteres i likhet med hva
Lesh et al. (1987) papeker. Det & forsta et matematisk objekt innebeerer ifglge Lesh et al. (1987)
blant annet & kunne gjenkjenne ulike representasjoner av objektet, samt & kunne transformere
objektet fra et representasjonssystem til et annet. Gjennom elevenes valg av schemata, og
overgang fra det kontekstuelle til det visuelle multifunksjonelle representasjonssystemet, og
deretter til det symbolske monofunksjonelle systemet, viser de god forstaelse for det
matematiske objektet i oppgaven, bade her og i oppgaven yoghurtis. Elevene benytter da flere
representasjoner multimodalt, noe som stgtter Lesh, Landau og Hamilton (1983) sin tidligere
forskning pa realistiske problemlgsningsoppgaver. De to andre oppgavene inneholder mindre
konkrete og mer abstrakte objekter som tid og en ukjent, og her mgater elevene flere utfordringer
i overgangene. Det kan dermed se ut til at elevene har mindre erfaring med, og dermed mindre
forstaelse for objekt som ikke kan telles og visualiseres direkte. Elevene har trolig tidligere
benyttet tegning som erstatning for konkretiseringsmateriale, der elementene kan manipuleres
og brukes direkte til & telle, i likhet med hva Saundry og Nicol (2006) fant i sin forskning, men
meter altsa utfordringer med mer abstrakte objekt. Dette er et funn jeg ikke har funnet beskrevet

i litteraturen.
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| oppgavene hvor mye har de spart og krysse en gammel bro mgter elevene utfordringer med a
generere en abstrakt matematisk visualisering nar de matematiske objektene i oppgaven innehar
et hgyt abstraksjonsniva. Elevene har utfordringer med a tegne den ukjente og har trolig ikke
kunnskap om blokktegning eller erfaring med abstrakt matematisk visualisering. Det er da
rimelig & anta at tidligere erfaringer og kunnskap har noe a si for elevers problemlgsning, slik
Polya (1949) fremmet i sin forskning. Undersgkelsen viser derimot at tilgang til ulike ressurser
slik Schoenfeld (1985) foreslo, samarbeid i lgsningsprosessen i likhet med hva Mason (2008)
introduserte, samt tilgang pa ulike valg, blant annet av representasjoner og eksterne ressurser, i
et valgrikt leringsmilje som tilrettelegger for dette slik Koichu (2018) papeker, er avgjerende
for en vellykket problemlgsning. Uten et valgrikt leeringsmilje der elevene kan velge det mest
passende til enhver tid av ulike ressurser og fokusskifte i problemlgsningsprosessen, som
beskrevet i SCM-modell, kan ifglge Koichu (2018) ikke en vellykket problemlgsning finne
sted. Mine funn statter dette, og viser at elevens valg og fokusskifte mot eksterne ressurser, og
da hint fra var meg som forsker, er avgjgrende for at elevene klarer a generere en tegning, og
fa til en overgang fra det visuelle til det symbolske representasjonssystemet, som driver
lgsningsprosessen fremover. Det er da rimelig & anta at arbeid med problemlgsningsoppgaver
som samarbeidsprosess i valgrike leeringsmiljg fremmer en mer vellykket problemlgsning og

dermed ber fa mer fokus i skolens praksis.

En abstrakt matematisk visualisering med hgyt abstraksjonsniva kan veere en blokktegning.
Ifalge Osman et al. (2018) er blokktegning et verdifullt verktgy for a lgse problemlgsnings-
oppgaver, da det fremmer forstaelse, mulighet til & se ssmmenhenger og dermed gker elevenes
problemlgsningsevner. Har (2007) ser ogsa pa blokktegning som et verktgy som gir elever
mulighet til & handtere informasjon, kompleksitet og samtidig kommunisere deres tenkning, og
ifalge Osman et al (2018) bidra i symboliseringsprosessen og fere til en vellykket
problemlgsning. Mine funn stgtter derimot ikke dette uten videre, da elevene som nevnt over
har utfordringer abstrakt matematisk visualisering, bade i genereringen av en visualisering og i
symboliseringen. Det er likevel rimelig & anta at blokktegning kan veere et nyttig verktay i
problemlgsning dersom det leres og gves pa. Van Essen og Hamaker (1990) kom i sin
forskning frem til at elever som gver pa a konstruere tegninger for a lgse tekst- og
problemlgsningsoppgaver far bedre problemlgsningsevner. De papeker ogsa at den strategiske
kunnskapen som elever tilegner seg i lgpet av tegneintervensjoner pavirker effektiviteten av
elevgenererte tegninger for problemlgsning. Dette fremmer viktigheten av det a lzre seg a tegne

enkle og ngyaktige visuelle modeller som ivaretar essensiell informasjon fra oppgaven, da mine
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funn viser at utfordringer i overganger oppstar, og problemlgsningsprosessen stopper opp uten
denne kunnskapen. Duval (2006) papeker at man ikke kan ta for gitt at overganger foregar
automatisk og knirkefritt, og dermed bgr man i tillegg til & gve pa abstrakt matematisk
visualisering ogsa gi overganger mer oppmerksomhet i undervisningen i likhet med hans
poengtering. Bedre kunnskap om abstrakt visualisering og bruken av varierte og
hensiktsmessige representasjoner, samt overganger mellom ulike representasjonssystem vil
trolig bidra til & gke elevenes problemlgsningsevner. Dette da gode problemlgsere ifalge Lesh
et al. (1987) blant annet kjennetegnes av deres fleksible bruk av representasjoner. Rellensmann
et al. (2017) konkluderer i sin forskning med at det & lage matematiske tegninger i arbeid med
problemlgsning er et lovende verktgy for & stgtte elevers resonnering, forstaelse og
kommunikasjon. Det krever at elever har tilstrekkelig strategisk kunnskap om tegning, samt
kompetanse til & generere ngyaktige tegninger som stgtter lgsningsprosessen. | lys av dette er
det rimelig & konkludere med at abstrakt matematisk visualisering ma laeres pa lik linje som

ikonisk matematisk visualisering, for & kunne bidra positivt i problemlgsningsprosessen.

Funn og dreftingen over viser at elevgenererte tegninger har en viktig rolle i a drive
lgsningsprosessen fremover, og er en kilde til forstaelse og kommunikasjon ved at elevene
gjentatt henviser til den gjennom peking og muntlig sprak, i likhet med Duvals (2006)
beskrivelse av multifunksjonelle representasjoner. Undersgkelsen viser at elevgenererte
tegninger pa vertikale flater bidrar til & samle elevgruppens fokus, og dermed til & oppdage
detaljer og sammenhenger som er avgjgrende for driven i lgsningsprosessen samt for & oppdage
ngkkellgsningsideen. Tegningene fremmer ogsa en dynamisk kombinasjon av fokusskifter
mellom interne ressurser og interaksjon innad i gruppen, og muliggjar bruken av gester som en
viktig del av kommunikasjonen og som brobygger mellom det visuelle og det verbale i likhet
med hva Edwards (2005) peker pa. Det viser seg at abstrakt matematisk visualisering ma laeres
og @ves pa, ellers kan lgsningsprosessen stoppe opp. Ved a ha fokus pa ngyaktig generering av
elevtegninger og presis bruk, i tillegg til overganger mellom ulike representasjonssystem i
undervisningen, kan elevers problemlgsningsevner og matematiske forstaelse trolig gkes.
Undersgkelsen viser at dette med fordel kan lares og gves pa i et tenkende klasserom med bruk
av vertikale flater. Dette samsvarer med Pruner og Liljedahls (2021) forskning som konkluderer
med at problemlgsning i valgrike leringsmiljg ikke bare forbedrer elevers
problemlgsningsevner, men bidrar ogsa til & utvikle den enkelte elevs personlige repertoar av

ressurser, som blant annet fleksible representasjoner og heuristikker.
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5.2 Muntlighet og peking i problemlgsning

McNeill (1992) definerer gester som spontane bevegelser av armer og hender som er tett
synkronisert med talestrammen. Undersgkelsen min viser ogsa at elevenes peking er tett
synkronisert med talestrammen i problemlgsningsprosessen. Bruken av gester bidrar dermed
til a forsterke meningen av muntlige utsagn slik Roth (2002) papeker, og viser gesters viktige
dimensjon i den sosiale interaksjonen i lgsningsprosessen pa de vertikale flatene. Peking ses i
starre grad nar elevene bruker tegning som produkt for a studere problemet, enn nar elevene
bruker prosesstegning. Det kan tenkes at arsaken til dette er at tegning i prosess fremstar
simultant med elevenes tankeprosess, og dermed er muligens behovet for gesters forsterking av
det muntlige resonnementet ikke like stort. Edwards (2005) papeker at gester kan ses pa som
en bro mellom det visuelle og det verbale, da gester binder sammen handling, tale og
problemlgsning. Dette stgtter min studie, men det viser seg altsd & ikke veere fullt sa
fremtredende i prosesstegning. Funn viser likevel at gester benyttes i stor grad i
lgsningsprosessene pa de vertikale flater, noe som gar igjen i utdragene i analysen samt

observasjoner gjort under datainnsamlingen.

Studiens funn viser at elevene setter ord pa sine ideer og tankerekker gjennom verbale
formuleringer, og knytter ytringene i stor grad til peking pa tegningene pa de vertikale flatene.
Dette bidrar da til & kommunisere og drafte problemet og lgsningsforslaget, samt skape
overganger, noe som igjen bidrar til stgrre forstaelse slik Weege og Nosrati (2018) peker pa. |
likhet med hva Liljedahl (2021) trekker frem viser min undersgkelse at verbal kommunikasjon
er en viktig del av samarbeidet og problemlgsningsprosessen pa de vertikale flatene. Han peker
ogsa pa at bruken av vertikale flater og staende problemlgsning gir starre rom for ulike former
for non-verbal kommunikasjon, noe min studie statter. Det kan tenkes at gester far en annen
betydning nar elevene star rundt de vertikale flatene og jobber sammen, enn om de sitter rundt
et bord og benytter en permanent horisontal flate. Det er da rimelig & anta at staende
problemlgsning fremmer bruken av gester i lgsningsprosessen, da det muliggjer bruk av hele
kroppsspraket. Dette kan fare til starre forstaelse i kommunikasjonsprosessen og dermed bidrar
til & drive problemlgsningen fremover mot en ngkkellgsningside og en endelig lgsning. Ved
fraveer av visuelle modeller brukes det mindre peking og mer gestikulering i luften, noe som
farer til at fokuset ikke samles mot de vertikale flatene og viktige detaljer. Undersgkelsen viser
dermed at tegninger pa de vertikale flatene fungerer som en center of attention, og bidrar til a
samle elevenes fokus. Gjennom elevens bruk av tegning, muntlig sprak og gester, samt elevenes

fokusskifte mellom ulike ressurser, oppdages detaljer og ngkkellgsningsideer som driver
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prosessen fremover slik Mason (2011) beskriver noticing. Undersgkelsen viser dermed at
tenkende klasserom som valgrikt lzeringsmiljg og bruken av vertikale flater legger til rette for
bruken av varierte representasjoner i tilknytning til gester som bidrar til en vellykket

problemlgsning.

Reynolds og Reeve (2001) fant i sin forskning at gester kan virke som en ekstern representasjon
som letter overgangen fra visuelle til symbolske representasjoner, noe denne studien statter.
Min undersgkelse viser at elevene benytter gester som en ekstern representasjon som letter
overganger mellom representasjoner. Men i motsetning til tidligere forskning ser det ut til at
metaforisk gest som ekstern representasjon ikke bare letter overgangen mellom ulike
representasjonssystem, men at den ogsa kan fungere som selve overgangen. Dette vises tydelig
i gruppe 1 sitt innledende arbeid med oppgaven kvadratisk mgnster. Gester skaper da ikke bare
bro mellom det verbale og det visuelle, slik Edwards (2005) papeker, men kan sies a vaere selve
broen i form av bade en ekstern representasjon og selve overgangen. Det er da nearliggende a
tenke at overganger mellom ulike representasjoner i problemlgsning ikke bare skjer fra et
system til et annet, slik Lesh (1981) og Duval (2006) skriver, men at transformasjoner mellom
representasjoner ogsa kan skapes av gester, slik at gesten er overgangen. Ved at gester i denne
studien ogsa fungerer som eksterne representasjoner, kan det tenkes at det finnes andre og mer
hensiktsmessige mater & klassifisere semiotiske representasjoner pa enn det Lesh (1981) og
Duval (2006) gjer. Det ma legges til at funnet gjelder denne studien, med et begrenset utvalg
og samarbeid rundt vertikale flater, men det kan likevel tenkes at dette ogsa er tilfelle for annen
matematisk aktivitet i andre situasjoner. For a finne svar pa dette trengs det mer forskning pa
gesters bruk i matematisk aktivitet. Uansett klassifisering viser undersgkelsen min at gester
tilknyttet muntlig sprak har en viktig funksjon i kommunikasjonen i problemlgsningsprosessen
pa de vertikale flatene, og brukes ogsa for & handtere utfordringer i overganger mellom ulike

representasjonssystem.

Analysen viser at elevene i gruppe 1 mgter utfordringer med overgangen fra helhetstegningen
til en symbolisering i oppgaven kvadratisk menster. Her fungerer bruken av deiktisk peking
som en bro, og bidrar i stor grad til at ngkkellgsningen fremkommer og endelig blir forstatt.
Bruken av gester og muntlig sprak i tilknytning til den elevgenererte tegningen er dermed med
pa a lgse utfordringen og bidrar til en vellykket symbolisering og til endelig lgsning, i likhet
med hva Edwards (2005) peker pa. Som nevnt i analysen bidrar ogsa den synkroniserte bruken
til en mer kongruent overgang som gjares eksplisitt for a gke forstaelsen hos de to andre eleven

i gruppen, i trad med Solem (2020) og Duval (2006). Edwards (2005) papeker at gester kan
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spille en viktig rolle i @ komme frem til Igsningsideen eller ngkkellgsningsideen som Koichu
(2018) kaller det, ved at elever peker pa viktige element og representasjoner i
lgsningsprosessen. Dette stemmer overens med mine funn som viser at gester og muntlig sprak
bidrar til & gi mening i kommunikasjonsprosessen i gruppesamarbeidet pa de vertikale flatene,
fremmer fokusskifte mellom individuelle ressurser og interaksjon innad i gruppen, og dermed
bidrar til selve lgsningen av problemet. Undersgkelsen viser at bruken av gester og andre
mediatorer for & skape eksplisitte og kongruente overganger, i likhet med det Duval (2006) og
Solem (2020) papeker, fremmer forstaelsen, og dermed bar ogsa gester ha en naturlig plass i
undervisningen. Reynolds og Reeve (2001) konkluderte i sin forskning med at gester har minst
tre funksjoner i gruppesamarbeid i problemlgsning, noe mine funn statter. Elevene bruker
gester til & oppna og refokusere felles fokus mot detaljer i tegningen pa de vertikale flatene,
gestene bidrar til a forsterke og utvide elevens resonnering og kommunikasjon, slik at det bade
gker- og apner opp for en endring i forstaelsen hos medelever. Det er da rimelig & konkludere
med at muntlig sprak, ofte tett synkronisert med bruken av gester, spiller en viktig rolle i
samarbeidet og problemlgsningsprosessen pa de vertikale ikke-permanente flatene i Liljedahls
(2021) tenkende klasserom.

Funn og dreftingen over viser at i tillegg til & skape forstaelse i kommunikasjonen, drive
lgsningsprosessen fremover og fremme fokusskifter mellom ulike ressurser, fungerer gester
som egne representasjoner og skaper ogsa selve overgangen mellom ulike
representasjonssystem. Elevenes bruk av gester knyttet til deres resonneringsstrategier spiller
dermed en mangefasettert rolle i a utvikle samarbeidende matematisk resonnement i sma
grupper i arbeid med problemlgsning pa vertikale flater i likhet med hva Bjuland et al. (2008)
hevder i sin forskning. Verbale representasjoner i tilknytning til bruken av gester er dermed

altavgjerende for forstaelse, samarbeidet og problemlgsningsprosessene pa de vertikale flatene.

5.3 Elevers valg nar alt stopper opp

Undersgkelsen viser at problemlgsningsprosessen stopper opp nar elevene mgter utfordringer i
overganger mellom representasjonssystem, og nar elevenes individuelle ressurser og gruppens
kollektive ressurser tar slutt. Elevene foretar da et fokusskifte fra den dynamiske interaksjonen
mellom individuelle ressurser og gruppens ressurser, mot eksterne ressurser og velger da en
agent a lere av. Dette funnet bekrefter Pruner og Liljedahls (2021) forskning, der de kom frem
til at elever retter fokus mot eksterne ressurser nar gruppens ressurser tar slutt. Analysen viser

at valget tas for a fa verdifull informasjon fra den andre gruppens vertikale flate, hente ut
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informasjon fra oppgaveteksten eller fa hint fra meg, slik at den eksterne kunnskapskilden kan
hjelpe dem videre i lgsningsprosessen. Dette samsvarer med forskningen til Koichu (2018) som
fant at elever som star fast i lgsningsprosessen skifter fokus mot eksterne ressurser ved a se pa
andre gruppers arbeid i hap om a fa nyttige hint eller tips som kan hjelpe dem videre.
Undersgkelsen min viser ogsa at elever retter mindre fokus mot den vertikale flaten til den andre
gruppen nar valgte representasjoner og heuristikker bidrar til en god driv i lgsningsprosessen.
Behovet for en agent & lare av viser seg a veere mest fremtredende i de to oppgavene som
inneholder objekt med hgyere abstraksjonsniva, som tid og en ukjent. Arsaken til dette kan som
nevnt tidligere veere elevenes manglende erfaring med abstrakt matematisk visualisering som
igjen gir utfordringer i overgangen mellom ulike representasjonssystem. Undersgkelsen viser
at problemlgsning i Liljedahls (2021) tenkende klasserom fremmer valgmuligheter og gir elever
mulighet til & samarbeide og velge en agent & lzere av ved a skifte fokus mot eksterne ressurser
nar lgsningsprosessen stopper opp. Det er rimelig & anta at staende problemlgsning og bruken
av vertikale flater fremmer dette valget, og at individuell problemlgsning pa papir trolig ikke
gir eleven samme valgmuligheter og dermed ikke samme mulighet til en vellykket

problemlgsning.

Gjennom problemlgsning som samarbeidsprosess pa vertikale flater far elevene altsa mulighet
til & foreta fokusskifte mot eksterne ressurser og velge en agent a lere av. Dette bidrar til & drive
lgsningsprosessen fremover, og gker dermed elevenes mulighet til & komme fremt til en
ngkkellgsningside og en endelig lgsning, i likhet med hva Koichu (2018) peker pa.
Undersgkelsen viser at mine hint flere ganger er avgjgrende for vellykkede overganger samt
bidrar til at ngkkellgsningsideen fremkommer, og at elevene opplever en vellykket
problemlgsning. Mine asynkrone hint i elevenes arbeid med problemlgsningsoppgavene bidrar
dermed til & opprettholde flyten og engasjementet i elevenes lgsningsprosess, slik Liljedahl
(2021) peker pa. Jeg fungerer da som stettende stillas ved a hjelpe elevene inn i den proksimale
utviklingssonen. Bade Koichu (2018) og Liljedahl (2021) fremhever viktigheten av at eksterne
ressurser ikke presenterer hele lgsningen for elevene, men at de kun gir sma hint eller peker pa
viktige detaljer. Selv om hele lgsninger ikke ble presentert for elevene, kan det likevel tenkes
at mine hint var for direkte, og at jeg muligens kunne presentert andre hint i
problemlgsningsprosessen. Om mine hint var riktige eller om andre hint ville bidratt til andre
Igsninger eller ngkkellgsningsideer, er noe min undersgkelse ikke kan svare pa. Det trengs mer
forskning pa problemlgsning som samarbeidsprosess pa vertikale flater i valgrike lzeringsmiljg

for & fa kunnskap om nar man skal legge inn hint, samt hvilke hint man bgr gi. Som lerer er det
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uansett viktig & ha tenkt igjennom hvilke hint man kan gi utfra problemlgsningsoppgavens

utforming, og veere forberedt pa elevenes fokusskifte mot deg som en agent a leere av.

Analysen viser at elevene velger en agent a laere av nar de star fast i lgsningsprosessen. Et
interessant funn viser seg i elevenes arbeid med oppgaven krysse en gammel bro. Her er det
matematiske objektet tid, og viser seg vanskelig a visualisere trolig pa grunn av manglende
erfaring og kunnskap. Funn fra analysen viser at elevene i begge gruppene her gar sammen og
danner en supergruppe, for pa den maten a bruke begge gruppers kollektive ressurser i et forsgk
pd & drive lgsningsprosessen frem mot en endelig lgsning. Pruner og Liljedahl (2021) fant ogsa
et tilfelle av samarbeid gjennom dannelse av en supergruppe i sin forskning. Det kan tenkes at
supergrupper kan dannes av flere enn to elevgrupper, noe denne studien ikke kan svare pa da
den kun bestar av to grupper. Dersom videre forskning viser at dette er tilfelle, legger ikke bare
vertikale flater og tenkende klasserom opp til samarbeid innad i grupper og mulighet for
fokusskifte mot eksterne ressurser og andre grupper, men kan da ogsa fremme dannelsen av

supergrupper og gkt samarbeid mellom flere elevgrupper.

Undersgkelsen viser ogsa at ngkkellgsningsideen ofte fremkommer av en elev som et
fokusskifte i en rekke av flere skift fastsatt av elevens valg i lgsningsprosessen, i likhet med
Koichus (2018) SCM-modell. Utfra min analyse kan det derimot se ut til at dette ikke alltid er
tilfelle, og at nekkellgsningsideen kan veaere delt og fremkomme av flere personer, ikke bare en
problemlgser slik Koichus (2018) premisser for modellen tilsier. Dette funnet kan ikke
generaliseres, da utvalget i studien min er begrenset. Dersom videre forskning viser samme
tendens kan det veere rimelig & anta at premissene for Koichus (2018) skift og valg-modell
muligens bgr inkludere denne muligheten, eller eventuelt definere ngkkellgsningsideen
tydeligere som den siste og avgjgrende biten av problemlgsningsprosessen. Man kan ogsa stille
seg sparsmal om ngkkellgsningsideen bar vaere modellens senter, eller om det kanskje bar vare
selve lgsningsprosessen som star i senter. Disse spgrsmalene er vanskelig a besvare pa

bakgrunn av min undersgkelse, og 0gsa her viser det seg a veere behov for mer forskning.

Ifalge Lesh et al. (1987), Arcavi (2003), Rellensmann et al. (2017) og Edwards (2005) er det
flere faktorer som pavirker elevers problemlgsningsevne, blant annet bruken av varierte
representasjoner og overganger mellom dem, bruken av gester for a gi muntlige utsagn mening
og forsterke forstaelsen i overganger, samt tegning for problemlgsning. Diskusjonen i dette
kapittelet viser at det ikke bare er ngyaktig matematisk tegning og bruken av varierte semiotiske

representasjoner og eksplisitte overganger gjennom bruk av gester, som bgr fa fokus i
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undervisningen for a gke elevers problemlgsningsevner. Larerens pedagogiske praksis er ogsa
en avgjgrende faktor slik Osman et al. (2018) peker pa. Undervisningsrammen tenkende
klasserom viser seg a fremme rike valgmuligheter, som valg av representasjoner og
heuristikker. Den gir ogsa muligheter til fokusskifte mellom ulike ressurser i problemlgsningen
som bidrar til at ngkkellgsningsideen fremkommer. | tillegg gir den gode muligheter for
samarbeid, diskusjon og bruk av gester. Undersgkelsen viser dermed at det med fordel kan
benyttes vertikale flater i arbeid med problemlgsning, for pa den maten a tilrettelegge for bruken
av varierte representasjoner, samarbeid, dynamiske fokusskifter og en agent a leere av nar
ressursene tar slutt, som igjen kan bidra til en vellykket problemlgsning samt til & gke elevers
problemlgsningsevner. Det viser seg dermed at valgrike laeringsmiljg er avgjgrende for en
vellykket problemlgsning, der elevene kan velge en agent a leere av nar de star fast og

Igsningsprosessen stopper opp.
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6 Avslutning og perspektivering

Dette masterprosjektet undersgker hvordan elever benytter semiotiske representasjoner i
problemlgsning pa vertikale ikke-permanente flater, noe som kan gi grunnlag for refleksjon
rundt undervisningspraksis for & utvikle elevers problemlgsningsevner. Hensikten med
masterprosjektet har veert a fa kunnskap om elevers bruk av semiotiske representasjoner og
overganger mellom ulike representasjonssystem, samt undersgke hvilken sammenheng dette
har med valgene og fokusskiftene i lgsningsprosessen. For & kunne undersgke dette har jeg
samlet inn data gjennom lyd- og videoobservasjon av to grupper a tre elevers
problemlgsningsprosess i konteksten av Liljedahls (2021) tenkende klasserom. Resultatene fra
analysen og diskusjon av funn viser at elevene benytter elevgenererte tegninger tilknyttet
symboler, i kombinasjon med muntlig sprak og gester i problemlgsningsprosessen pa de

vertikale flatene, samt velger en agent a leere av nar lgsningsprosessen stopper opp.

Visuelle representasjoner i form av elevgenererte tegninger, og da serlig prosesstegning, viser
seg 4 vare en kilde til forstaelse og kommunikasjon, og dermed en viktig drivkraft i
problemlgsningsprosessen. Tegninger pa de vertikale flatene bidrar til & samle fokus, og
fremme en dynamisk kombinasjon av fokusskift i lgsningsprosessen. Resultatene viser at
tegning for selvkontroll bgr fa et starre fokus i undervisningen, for pa den maten a fremme
selvstendighet i lasningsprosessen. Abstrakt matematisk visualisering, som blokktegning, ma
leres og eves pa for a kunne bidra til en vellykket problemlgsning. For a gke elevers
problemlgsningsevner antyder dermed resultatene at lerere bar ha fokus pa ngyaktig generering
av elevtegninger og presis bruk, i tillegg til overganger mellom representasjonssystem, i arbeid
med problemlgsning. Vellykket problemlgsning viser seg a veere avhengig av et valgrikt
leeringsmiljg som fremmer samarbeid og valg av ulike representasjoner, heuristikker og
ressurser. Elever velger en agent a leere av nar de mater utfordringer i overganger mellom ulike
representasjonssystem, og nar ressursene tar slutt. Valgrike leeringsmiljg, der elever kan velge
en agent a lere av, og en lerer som kan gi asynkrone hint for & bidra til & opprettholde flyten

0g engasjementet i lgsningsprosessen, er dermed avgjarende for en vellykket problemlgsning.

Staende problemlgsning med bruken av vertikale flater legger til rette for bruken av varierte
semiotiske representasjoner i tilknytning til gester. Dette bidrar til & skape forstaelse i
kommunikasjonen, fremme fokusskifter mellom ulike ressurser, og dermed drive
lgsningsprosessen fremover. Gester og muntlig sprak i tilknytning til tegninger skaper
eksplisitte og kongruente overganger, og bidrar til & lgse utfordringer i overganger. | tillegg
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fungerer gester enkelte ganger som eksterne representasjoner og skaper selve overgangen
mellom ulike representasjonssystem. Visuelle og verbale representasjoner i tilknytning til
bruken av gester er dermed altavgjerende for forstaelse, samarbeid og problemlgsnings-

prosessen pa de vertikale flatene, og bar dermed ha en naturlig plass i undervisningen.

Dersom kjerneelementene utforsking og problemlgsning og representasjon og kommunikasjon
skal fungere som baerende elementer i matematikk, er det ngdvendig at elever far erfaring med
dette i undervisningen (kunnskapsdepartementet, 2017). For a gve variert bruk av semiotiske
representasjoner og overganger kan lerere med fordel benytte klassifiserings- og
transformasjonsmodellene til Lesh (1981) og Duval (2006) i planlegging av undervisning, og i
matematiske samtaler om representasjoner. Ved & benytte Liljedahls (2021) tenkende
klasserom som undervisningsramme og Koichus (2018) modell for valgrikt leringsmiljg, kan
leerere legge opp til variert bruk av representasjoner, utforskning og samarbeid i
problemlgsningen, og dermed arbeide i trad med kjerneelementene. Prosjektet har gitt en
mulighet til & se ssmmenheng mellom ulike teoretiske rammeverk, og jeg mener rammeverkene
i fellesskap kan bidra til & gke elevers problemlgsnings- og samarbeidsevner. Ved & benytte
rammeverkene i undervisningen kan lerere utvikle gode problemlgsere, gke elevers 21st
century skills, og dermed forberede dem pa et samfunn og arbeidsliv i utvikling

(Kunnskapsdepartementet, 2017).

For videre forskning kan det veere interessant a benytte samme rammeverk for & observere en
hel klasses problemlgsningsprosesser pa vertikale flater. Flere elevgrupper vil gi flere agenter
a lere av, og dermed vil det trolig veere mindre behov for hint fra laerer. Undersgkelsen kan
ogsa belyse spgrsmalet om supergrupper kan dannes av flere enn to elevgrupper, og om
nekkellgsningsideen ogsa her kan vere delt og fremkomme av flere elever. Det vil ogsa vare
interessant & forske videre pa dette temaet for a fa mer kunnskap om bruken av hint i
lgsningsprosessen. Forskning her kan gi svar pa nar man som leerer ber legge inn hint, samt
hvilke hint som er mest hensiktsmessige a gi. Dette masterprosjektet har vist at det ogsa
foreligger et behov for videre forskning pa gesters bruk i matematisk aktivitet. Dette da gester
viser seg a ikke bare skape bro mellom det verbale og det visuelle, slik Edwards (2005) papeker,
men viser seg i mitt prosjekt & veere selve overgangen og enkelte ganger en ekstern

representasjon i seg selv.
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Oversikt over figurer, tabeller og bilder

Figur 1: Varierte semiotiske representasjoner av tallfglge med gkning pa tre

Figur 2: Klassifisering av ulike representasjonssystem - oversatt og tilpasset etter Duval
(2006, s. 110)

Figur 3: Klassifisering av ulike representasjoner - oversatt og tilpasset etter Lesh et al. (1987)
Figur 4: Overgangsprosesser - oversatt og tilpasset etter Lesh (1981)

Figur 5: Presentasjon av SCM-modellen - oversatt og tilpasset etter Koichu (2018, s. 310)
Figur 6: Problemlgsningsoppgave 1 - Kvadratisk mgnster

Figur 7: Problemlgsningsoppgave 2 - Krysse en gammel bro

Figur 8: Problemlgsningsoppgave 3 - Hvor mye har de spart?

Figur 9: Problemlgsningsoppgave 4 - Yoghurtis

Tabell 1: Transkripsjonsngkkel
Tabell 2: Komprimering av elevenes lgsningsprosess og koding av datamaterialet

Bilde 1: Gruppe 1 sin visualisering i oppgave 1

Bilde 2: Gruppe 2 sin prosesstegning i oppgave 1

Bilde 3: Gruppe 1 sin visualisering i prosess i oppgave 4
Bilde 4: Gruppe 2 sin illustrasjon av oppgave 3

Bilde 5: Gruppe 2 sin lgsningsprosess av oppgave 3
Bilde 6: Gruppe 2 sin lgsningsprosess av oppgave 4
Bilde 7: Gruppe 1 sin lgsningsprosess  av oppgave 3
Bilde 8: Gruppe 1 sin lgsningsprosess av oppgave 2
Bilde 9: Gruppe 2 sin lgsningsprosess av oppgave 2
Bilde 10: Utklipp av vertikal flate
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Vedlegg
Vedlegg 1: Informert samtykkeskjema

Vil du delta i forskningsprosjektet
«Matematiske representasjoner og problemlasning?»

Hei! Har du lyst & veere med i et forskningsprosjekt?
Jeg egnsker & undersgke hvordan du og dine klassekamerater jobber med
problemlgsningsoppgaver i matematikk.

?

o ; o = A
d 0N

y W W

| dette prosjektet gnsker jeg & undersgke hvordan dere jobber med problemlgsningsoppgaver
i sma grupper pa whiteboards. Det handler ikke om & vaere flinkest eller raskest, men & jobbe
godt sammen om a finne lgsninger. Jeg skal bli matematikklaerer og har derfor veldig lyst a
leere mer om hvordan dere lgser oppgavene sammen og hvordan dere tenker.

Jeg haper du vil vaere med!

Dette prosjektet er et forskningsprosjekt fra Universitetet i Sgrast-Norge (USN).

Hvem leder forskningsprosjektet?
Jeg heter Jane Helen Veen og veilederen min heter Elise Klaveness.

Hvorfor far du spersmal om a delta?
Jeg spgr deg om a veere med, fordi du har erfaring med problemlgsning pa whiteboards. Jeg
vet enda ikke hvem du er eller hva du heter, men din matematikkleerer gir deg dette brevet.
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Hvis du har lyst & vaere med i forskningsprosjektet mitt, ma du og dine foresatte skrive under
pa siste ark i dette brevet. Jeg kommer da til skolen din i januar for & se hvordan du og
klassekameratene dine jobber.

Hvis du ikke har lyst & veere med, er det helt i orden. Dette velger du selv ©

Hva betyr det for deg a delta?

Hvis du har lyst & delta i forskningsprosjektet, vil du og 5 andre elever i
klassen din bli delt inn i to grupper. Dere far noen oppgaver hver som dere
skal samarbeide om a lgse. Det tar ca. 45-60 minutter a veere med. Vi er pa
et grupperom, og jeg kommer til & vaere i rommet mens dere jobber,

og bruke videoopptak for & fa med meg hvordan dere lgser oppgavene
sammen, og hvordan dere tenker. Kameraet star pa et stativ og jeg skrur
det av og pa. Hvis dere synes det er greit, vil jeg ogsa ta bilder

av arbeidet deres.

Det er frivillig & delta

Det er frivillig a delta i prosjektet. Det betyr at du kan velge selv om du
har lyst & vaere med eller ikke. Ingen andre kan velge dette for deg. Det

er bare du som kan samtykke. Samtykke betyr at du sier at du synes noe
er greit. Hvis du vil delta, kan du nar som helst trekke samtykke tilbake
uten & oppgi noen grunn. Det betyr at det er lov 8 ombestemme seg, og

det er helt i orden. All informasjon om deg vil da bli slettet.

Det vil ikke ha noen negative konsekvenser for deg hvis du ikke vil delta eller om du farst sier
«ja» 0g sa «nei». Ingen vil bli sur eller lei seg, og det vil ikke ha noe a si for jobben din pa
skolen. Dersom du ikke har lyst til & delta felger du den vanlige undervisningen med lareren
din og resten av klassen.

Ditt personvern — hvordan jeg oppbevarer og bruker dine opplysninger

Jeg vil bare bruke informasjonen om deg og gruppen din til & finne ut hvordan dere lgser
problemlgsningsoppgavene, og vil ikke dele din informasjon med andre. Det er bare jeg og
Elise (veilederen min) som kan se videoopptaket.

Jeg passer godt pa at ingen kan fa tak i videoopptaket av deg og gruppen din, og sletter
videoopptaket nar jeg er ferdig med oppgaven min. Jeg passer pa at ingen kan kjenne deg
igjen nar jeg skriver masteroppgaven min. Dette gjer jeg for eksempel ved a finne opp et
annet navn pa deg nar jeg skriver. Jeg fglger loven om personvern.

Hva skjer med opplysningene dine nar jeg avslutter forskningsprosjektet?

Jeg er ferdig med forskningsprosjektet 15. august 2022. Da vil jeg passe pa at all informasjon
om deg er slettet.
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Dine rettigheter

Du har rett til & fa vite hvilken informasjon om deg som jeg samler inn. Du kan ogsa be om at
informasjonen slettes slik at den ikke finnes lenger. Du kan ogsa klage til Datatilsynet dersom
du synes at jeg har behandlet opplysningene om deg pa en uforsiktig mate eller pa en mate
som ikke er riktig.

Hva gir meg rett til & behandle personopplysninger om deg?
Jeg behandler informasjonen og videoopptak om deg og din gruppe bare hvis du sier at det er
greit og du skriver under pa samtykkeskjemaet.

Hvor kan jeg finne ut mer?
Hvis du har spgrsmal om studien, kan du ta kontakt med meg pa telefonnummer
959 66 954 eller pa e-post: jh_veen@hotmail.com

Norsk senter for forskningsdata (NSD) har sagt at det er greit at jeg gjer dette
forskningsprosjektet.

Hvis du lurer pa hvorfor NSD har bestemt dette, kan du ta kontakt med:

NSD — Norsk senter for forskningsdata AS pa epost (personverntjenester@nsd.no) eller pa
telefon: 55 58 21 17.

Haper du vil veere med! ©

Med vennlig hilsen Jane Helen Veen
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Vil du delta i forskningsprosjektet
«Matematiske representasjoner og problemlgsning?»

Dette er en forespgarsel til deg og ditt barn om a delta i forskningsprosjektet mitt, hvor
formalet er & undersgke elevers bruk av matematiske representasjoner i problemlgsnings-
oppgaver. | dette skrivet gis det informasjon om malene for prosjektet og hva deltakelse vil
innebeere for ditt barn.

Formal

Formalet med dette prosjektet er & undersgke hva som kjennetegner elevers bruk av
matematiske representasjoner i arbeid med problemlgsningsoppgaver i sma grupper.
Representasjoner i matematikk er mater a uttrykke matematiske begrep, sammenhenger og
problem pa, for eksempel gjennom tegning, tallinje, symboler, konkreter og tekst ect.

Et av malene til skolen er at matematikk skal gi elevene kompetanse innen utforskning og
problemlgsning, slik at de kan vaere forberedt pa et samfunn og arbeidsliv i utvikling. Som
matematikklzrer er det veldig interessant for meg a undersgke hvordan elever bruker
representasjoner i problemlgsning, slik at jeg (og andre) kan forbedre egen undervisnings-
praksis, og bidra til & utvikle gode problemlgsere som benytter hensiktsmessige og varierte
representasjoner i lgsningsprosessene.

Prosjektet danner bakgrunnen for min masteroppgave som er en del avgrunnskolelerer-
utdanningen grunnskolelererutdanning 1-7. Datamaterialet vil anonymiseres og ikke brukes i
annen sammenheng.

Hvem er ansvarlig for forskningsprosjektet?
Universitetet i Sgragst-Norge er ansvarlig for prosjektet.

Hvorfor far ditt barn spgrsmal om a delta?

Ditt barn far spersmal om a delta ettersom jeg gnsker a observere elever som har erfaring med
problemlgsning i matematikk, og er kjent med bruken av vertikale flater/whiteboards i
undervisningen. Jeg har derfor valgt et strategisk utvalg og kontaktet faglerer ved skolen til
ditt barn. Det vil vaere 6 elever, fordelt pa to grupper, som blir tilfeldig valgt ut til & delta.

Hva innebzrer det for ditt barn a delta?

Om dere velger & delta i prosjektet, innebeerer det at ditt barn jobber med problemlgsnings-
oppgaver i en liten gruppe pa et egnet grupperom. Dette vil ta ca. 45-60 minutter. Jeg

vil observere lgsningsprosessen ved bruk av videopptak m/lyd, samt bilder av arbeidet til
gruppen. Video brukes for a fa en god dekning av det som skal observeres. Det er kun
lgsningsprosessen som filmes. Dersom elevene gnsker en pause stoppes opptaket. Kameraet
er stasjonzrt og skrus av og pa av meg. Det er kun opplysninger om bruk av representasjoner
som samles inn, og data vil kun behandles av meg og min veileder. Transkripsjoner, analyse
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og masteroppgave Vil ikke inneholde personidentifiserende opplysninger, og behandles for
gvrige etter gjeldende forskningsetiske retningslinjer.
https://www.forskningsetikk.no/retningslinjer/hum-sam/forskningsetiske-retningslinjer-for-
samfunnsvitenskap-humaniora-juss-og-teologi/

Det er frivillig & delta

Det er frivillig a delta i prosjektet. Hvis ditt barn velger a delta, kan dere nar som helst trekke
samtykket tilbake uten & oppgi noen grunn. Alle personopplysninger vil da bli slettet. Det vil
ikke ha noen negative konsekvenser for deg eller ditt barn hvis dere ikke vil delta eller senere
velger a trekke dere. Dersom dere velger a ikke delta vil ditt barn falge den ordinzre
undervisningen i matematikk sammen med lareren og resten av klassen.

Ditt personvern — hvordan jeg oppbevarer og bruker opplysningene

Jeg vil bare bruke opplysningene om ditt barn til formalene jeg har fortalt om i dette

skrivet. Jeg behandler opplysningene konfidensielt og i samsvar med personvernregelverket.
Det er kun jeg og min veileder ved USN, Elise Klaveness, som vil ha tilgang til innsamlet
data. Navn og opplysninger om barnet ditt anonymiseres og vil bli erstattet med en kode som
lagres adskilt fra gvrige data. Dere som deltakere, eller skolen til ditt barn, vil ikke kunne
gjenkjennes i publikasjon av masteroppgaven. Alt datamateriale vil lagres kryptert og
innelast.

Hva skjer med opplysningene nar forskningsprosjektet avsluttes?

Opplysningene anonymiseres nar prosjektet avsluttes 15.08.2022. Ved prosjektslutt slettes
alle personopplysninger samt videoopptak m/lyd og bilder av elevarbeidet.

Hva gir meg rett til & behandle personopplysninger om ditt barn?
Jeg behandler opplysninger om deg og ditt barn basert pa deres samtykke.

Pa oppdrag fra Universitetet i Sergst-Norge har NSD — Norsk senter for forskningsdata AS
vurdert at behandlingen av personopplysninger i dette prosjektet er i samsvar med
personvernregelverket.

Deres rettigheter
Sa lenge ditt barn kan identifiseres i datamaterialet, har dere rett til:
e informasjon om hvilke opplysninger jeg behandler om ditt barn
o 4 farettet opplysninger om ditt barn som er feil eller misvisende
o 4 faslettet personopplysninger om ditt barn
e asende klage til Datatilsynet om behandlingen av ditt barns personopplysninger

Hvis du har sparsmal til studien, eller gnsker a vite mer om eller benytte deg av dine
rettigheter, ta kontakt med:
e Universitetet ved Sgrgst-Norge ved Jane Helen Veen (student) tIf 959 66 954
e-post: jh_veen@hotmail.com og Elise Klaveness (veileder)
e Vart personvernombud: Paal Are Solberg
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Hvis du har sparsmal knyttet til NSD sin vurdering av prosjektet, kan du ta kontakt med:
e NSD — Norsk senter for forskningsdata AS pa epost (personverntjenester@nsd.no)
eller pa telefon: 55 58 21 17.

Med vennlig hilsen

Jane Helen Veen

(Forsker, masterstudent)

Samtykkeerklaring

Vi har mottatt og forstatt informasjon om prosjektet «Matematiske
representasjoner og problemlgsning» og har fatt anledning til a stille sparsmal. Vi samtykker
til:

e 4adeltai observasjon ved videoopptak m/lyd, samt bilder av elevarbeid

e at leereren din kan gi opplysninger om meg til prosjektet — hvis aktuelt

Vi samtykker til at personopplysninger behandles frem til prosjektet er avsluttet.

(Signert av foresatt, dato)
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Vedlegg 2: Godkjenning fra NSD

|\SD NORSK SENTER FOR FORSKNINGSDATA

Vurdering

Referansenummer

372265

Prosjekitittel

Matematiske representasjoner og problemlssming
Behandlingsansvarlig institusjon

Universitetet 1 Serest-Iorge / Fakultet for humaniora, idrett- og utdanmingsvitenskap / Institutt for
matematikk og naturfag

Prosjektansvarlig (vitenskapelig ansatt/veileder eller stipendiat)
Elise Klaveness, elise klaveness@usnno, tif: 47414388

Type prosjekt

Studentprosjekt, masterstudinm

Kontaktinformasjon, student

Jane Helen Veen, jh_veen@hotmail com, tif: 95966954
Prosjektperiode

01.11.2021 - 15.08.2022

Vurdering (1)

25.11.2021 - Vurdert

Dt er vir vurdering at behandlingen av personopplysninger i prosjektet vil vere i samsvar med
personvernlovgivningen sa fremt den gjennomfares 1 trad med det som er dokumentert 1 meldeskjemaet
25.11.2021 med vedlegg. samt 1 meldingsdialogen mellom innmelder og N5D. Behandlingen kan starte.

TYPE OPFLYSNINGEER. OG VARIGHET
Prosjektet vil behandle alminnelige kategorier av personopplysmnger frem il 15.08 2022

LOVLIG GRUNNLAG

Prosjektet vil imnhente samtykke fra foresatte fil behandlingen av personopplysninger om bama. Var
wurdering er at prosjektet legger opp til et samtykke 1 samsvar med kravens 1 art. 4 og 7, ved at det eren
friwvillig, spesifikk, informert og utvetydig bekreftelse som kan dolumenteres, og som den
registrerte/foresatte kan trekke tilbake.

Lovlig grunnlag for behandlingen vil dermed vare foresattes samtykke, jf personvemforordningen art. 6 nr.
1 bokstav a.

PERSONVERNPEINSIPPEE
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N5D vurderer at den planlagte behandlingen av persenopplysninger vil folge prinsippene i
personvernforordningen om:

» lovlighet, rettferdighet og apenhet (art. 5.1 a), ved at foresatte far tilfredsstillende informasjon om og
samtykker til behandlingen

» formalsbegrensning (art. 3.1 b), ved at personopplysninger samles inn for spesifikke, uttrykkelig angitte og
berethgede formal, og ikke viderebehandles til nye uforenlige formal

* datamimimenng (art. 5.1 ), ved at det kun behandles opplysninger som er adekvate, relevante og
nodvendige for formalet med prosjektet

» lagringsbegrensning (art. 5.1 €), ved at personopplysningene ikke lagres lengre enn nedvendig for a
oppfylle formalet

DE REGISTRERTES RETTIGHETER
N5D vurderer at informasjonen om behandlingen som de registrerte og deres foresatte vil motta oppfyller
lovens krav til form og inmhold, jf art. 12.1 og art. 13.

Sa lenge de registrerte kan identifiseres i datamaterialet vil de ha folgende rettigheter: innsyn (art. 15), retting
(art. 16). sletting (art. 17), begrensning (art. 18) og dataportabilitet (art. 20).

W1 minner om at hvis en registrert/foresatt tar kontakt om sine/bamets rettigheter, har behandlingsansvarlig
institusjon plikt til 4 svare mnen en maned.

FOLG DIN INSTITUSJONS RETNINGSLINJER.
N5D legger til grumn at behandlingen oppfyller kravene 1 persenvemforordningen om nktighet (art. 5.1 dJ,
integritet og konfidensialitet (art. 5.1. f) og sikkerhet (art. 32

Nettskjema er databehandler i prosjektet. N5D legger til grumn at behandlingen oppfyller kravene til bruk av
databehandler. jf art 28 og 29.

Ved bruk av databehandler (sperreskjemaleverander, skylagring eller videosamtale) méd behandlingen
oppiylle kravene til bruk av databehandler, jf. art 28 og 29. Bruk leverandarer som din institusjon har avtale
med.

For & forsikre dere om at kravene oppfylles, ma dere falge interne retingslinjer og eventuelt radfore dere
med behandlingsansvarlig institusjon.

MELD VESENTLIGE ENDFRINGEE

Dersom det skjer vesentlige endringer 1 behandlingen av personopplysninger, kan det vere nedvendig &
melde dette til NSD ved & oppdatere meldeskjemaet. For du melder inn en endring, oppfordrer vi deg til &
leze om hvilke type endringer det er nodvendig 4 melde:

https:/ -"u'wwnsd_nﬂ."PEIsumremlj enester/fylle-ut-meldeskjema-for-personopplysninger/melde-endnnger-i-
meldeskjema. D ma vente pé svar fra N5D for endringen gjennomfares.

OPPEOLGING AV PROSJEETET

NSD vil falge opp ved planlagt avsluming for & avklare om behandlingen av personopplysningens er
avsluttet.

Kontaktperson hos N5D: Sturla Herfindal

Lykke til med prosjektet!
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