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Forord

Denne artikkelen er i hovedsak en oversatt og les@debutgave av Gert Schubrings artikkel:
Historische  Begriffsentwicklung und  Lernprozess auder Sicht neuerer
mathematikdidaktischer Konzeptionen (Fehler, "Ods&l, Transposition) utgitt i
Zentralblatt fur Didaktik der Mathematik 20/4 1988tillegg kommer en liten innledende
artikkel, der jeg forsgker & klargjgre noen av iktigste begrepene i artikkelen. Begge disse
artiklene ble sendt inn tii NOMAD i 2000 som én ikkeél. Pa grunn av den
redaksjonsmessige situasjonen i NOMAD har ikkeskdftet gitt ut noen nye nummer arene
2001 & 2002, og artikkelen er derfor ikke blitt piskrt enna.

Det genetiske prinsipp blir ofte misforstatt, ogeofokuseres det bare pa den historisk-
genetiske siden av prinsippet. Kanskje kan en éigang snakke om "ett prinsipp” i bestemt
form, idet det i virkeligheten dreier seg om flggensipper som alle bruker merkelappen
"genetisk". Litt av dette forsgker jeg a forklarer hNaermere forklaring og utdyping av dette
finnes i min hovedfagsoppgave, "Det genetiske pms matematikkdidaktikk" fra HiA,
2001.

Jeg vil gjerne takke Gert Schubring for nyttige &&ler og e-post. Han har tidligere sgrget for
utgivelser av sin artikkel pa gresk og pa portsiisforuten den tyske originalversjonen, og
na gnsker vi & gi ut en norsk versjon. Artikkeleeersatt og forkortet i overensstemmelse
med Schubring, og nar vi nd gnsker a publiserehderer det farst og fremst ut fra et gnske
om at emnet den tar opp skal bli bedre kjent i Morg
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"Genetisk" - Begrepsforvirring eller begrepsavklaring?

Sammendrag

| flere ar har matematikkdidaktikere veert opptatthaordan en kan bruke matematikkens historie fémge
bedre undervisning i matematikk. Mange har ngydrsed & bruke den for a gke motivasjonen hos elevene
Denne artikkelen tar for seg et syn pa historiem gar utover dette. Schubring tar utgangspunkt gdeetiske
prinsipp som undervisningsmetode og beveger seg overskning omkring elevfeil. Han ser pa sakalte
epistemologiske hindringer, som blir en méate & eralatematikkens historie for & oppdage og unng&kgp
feilmanstre hos elevene. Slik kan en altsd gjenhmmnskaper om de matematiske begrepenes historiske
utvikling lage bedre undervisning i matematikk. Mtitten av artikkelen gjgr han ogséa en tilnserniingpsial-
konstruktivismen. Fgr denne oversettelsen finneerinnledning til presisering av begrepet genetigénesis.

De siste arene har matematikkens historie kommeti ide ulike fagplanene i de
nordiske land. Det genetiske prinsipp trekkes fifn i denne sammenhengen. Nar ordet
"genetisk" blir brukt i didaktikken eller i psykal@en ma en vaere pa vakt. Begrepet blir brukt
i mange ulike sammenhenger, og det er ikke sikktetie som bruker det, er klar over det. Vi
stagter pa "biogenetisk lov", "genetisk epistemdlotgenetisk prinsipp"”, "genetisk metode"
og tilsvarende begreper. Det er viktig & skillesdisfra hverandre, for de betyr ikke
ngdvendigvis det samme. Mange synes a tro at 'igkhdtar med biologi a gjgre. | denne
sammenhengen er det riktigere a tenke pa det goedke "genesis”, som betyr tilblivelse.

Nar teoretikere som Leo Rogers kritiserer den bietjske lov eller Piagets genetiske
epistemologi (Rogers 1999), betyr ikke dette ngdigens at de samtidig kritiserer det
genetiske prinsipp som didaktisk prinsipp, slikblandre Gert Schubring framstiller det. Han
trekker her linjene tilbake til 1600-tallet, til &rcis Bacon og Comenius (Schubring 1978).
Rogers hevder at der er et skarpt skille mellongénetisk lov og Piagets modifisering av
denne for psykologien pa den ene siden, og dettigkagrinsipp som didaktisk teori pa den
andre.

Den biogenetiske lov stammer fra biologen Ernstdkals bergmte og beryktede
formular fra 1860/1874: "Ontogeny recapitulates lpggny”". Han mente at mennesket
giennomlevde stadiene i menneskehetens utviklingteeri som senere fikk sin parallell i
psykologien. Her sa en atdividetskognitive utvikling gjenspeilemenneskehetensvikling.
Piagets genetiske epistemologi beskriver stadiedividets kognitive utvikling og stadier i
menneskehetens utvikling, og den forsgker a avdekkenekanismene som er felles for
overgangen mellom stadiene (Piaget og Garcia 198@8)genesen beskriver hos Haeckel
den embryologiske utviklingen til et individ av elter annen art. Vi sier for enkelthets skyld
at det i vart tilfelle dreier seg om utviklingehdet enkelte menneske, mens phylogenesen tar
for seg utviklingen av menneskeheten i sin helhgtr Piaget snakker om psykogenese,
refererer han til individets psykologiske utvildin eller den psykologiske delen av
ontogenesen.

Nar Schubring og andre snakker om det genetiskesipp som didaktisk metode,
stiller de ide- og begrepsutviklingen i sentrumnmaatematikkdidaktikken. De gnsker da & se
pa leering og undervisning i matematikk i et utviglsperspektiv, og de ser da pa tilblivelsen
til de matematiske begrepene i leereprosessen.

Dette er likevel ikke en endelig og kanskje heligke en riktig inndeling av
begrepene. Piagets endelige utforming av den gpheetepistemologi avviser nemlig
paralleller i innhold mellom den historiske utvikdjen i matematikken og barnets individuelle
utvikling av matematiske begreper. Dessuten beski8chubring den biogenetiske lov som
bakgrunn for de didaktiske teoriene i den histarigkviklingen av det genetiske prinsipp. For
a gjere forvirringen komplett, kan vi nevne at Suting selv skiller mellom en psykologisk-
genetisk og en historisk-genetisk metode. Den fdegksk-genetiske metoden retter seg mot
de naturlige erkjennelsesteoretiske prosessekapeisen og anvendelsen av matematikk. De



to metodene har en slags bestemt arbeidsforddleg. historisk-genetiske er pa et slags
metaniva, der den ser pa laeringsforlgpet i forhtldden historiske utviklingen av
vitenskapen. Pa den andre siden dreier den psyikklggnetiske metoden seg om det som
skjer metodologisk i den enkelte undervisningstipatsa pa et mikroniva (Schubring 1978,
s. 186ff.).

| tittelen p& min hovedfagsoppgave har jeg valdirdke begrepet "det genetiske
prinsipp”, og jeg ser pa dette som det mest gdrengl vide begrepet i denne sammenheng.
Den biogenetiske lov har egentlig sin opprinnelsaturvitenskapen, men den har ogsa fatt
avarter i psykologisk og didaktisk teori. Piagetmetiske epistemologi er en reaksjon pa den
mest simplistiske psykologiske versjonen av rekd@sjon. Han beskriver psykogenesen
giennom felles mekanismer, og ikke gjennom en teoriparallellisme, som mange synes a
mene. Schubring beskriver utviklingen av de avariden biogenetiske lov har fatt i didaktisk
teori, men det betyr ikke ngdvendigvis at en gekeatietode i matematikkdidaktikken trenger
a veere avhengig av en tro pa den biogenetiskeQgsa Vygotsky legger stor vekt pa den
sosiale og kulturelle genesis i utviklingen av kskap bade hos menneskeheten og hos
individet (se f.eks. Bekken 2000).

Artikkelen nedenfor gir en sentral oversikt ovettdeemnet. Selv om artikkelen er
noen ar gammel, gir den en aktuell framstilling der sentrale problemstillingene innenfor
dette feltet av matematikkdidaktikken. Artikkelele lmpprinnelig skrevet pa tysk (Schubring
1988), for siden a bli oversatt til gresk (1990)mmgtugisisk (Schubring 1998). Da jeg finner
denne artikkelen sa viktig, har jeg laget en nangdrsettelse og bearbeidelse her.
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Historisk begrepsutvikling og relasjonen til lseringsprosessen fra nyere

matematikkdidaktisk synsvinkel (feil, hindringer, transposisjoner)
av
Gert Schubring, IDM - Bielefeld

Oversatt, bearbeidet og forkortet av Reidar Mosvold

* % %

Tradisjonelt har matematikkens historie blitt briddm en motiverende faktor i
undervisningen. Malet med denne artikkelen er &utiise den funksjonen matematikkens
historie kan ha som grunnlag for utviklingen avrieomatematikkdidaktikk. Det er en
sammenheng mellom matematikkens historiske ut\gkbg lseringsteorier i matematikk, og
det er denne sammenhengen som blir undersgkt egrest i denne artikkelen.

1. Innfgring

Den kjente matematikeren R. L. Wilder publiserté9i72 artikkelen "History in the
Mathematics Curriculum”. Framfor alt anbefaler Hagr matematikkens historie som et
middel for & @ke motivasjonen og til & skape etspalig meningsinnhold. Wilder
understreker her et skille mellom teknikk og kultumatematikken.

Matematikkens historie som motivasjonsfaktor Hasvakt punkt. En forutsetter nemlig
at en historisk tilneerming virkelig vekker interes®et blir altsa en forutsetning at historiske
spgrsmal i det hele tatt har verdi i var kultur.t Be kanskje tvilsomt om dette gjelder for
dagens elever slik som det var far.

En enda viktigere innvending er at matematikerst flfaener at historien ikke har noen
produktiv funksjon i vitenskapsmatematikken. Motivav en slik filosofi, vektlegger dagens
matematikk det rasjonelle og logiske. Sparsmal wiklingstrinn blir bearbeidet og besvart,
men det historiske ved dem er blitt bortgjemtgelas vitenskap.

2. Toeplitz genetiske metode

| sin kalkulusbok tok Otto Toeplitz i bruk den shka'genetiske metode”, som er den
mest kjente metoden for bruk av historie i undervigen. | et bergmt foredrag i 1927, tar han
for seg spgrsmal om arsak og tilblivelse, og Hanfast:

Hvis man gar tilbake til begrepenes ratter, vilapfra tidens tann falle fra dem, og de
vil igjen framsta som levende vesener. Enten kan fage elevene direkte fram til
oppdagelsen i sin fulle dramatikk. Pa denne matesparsmalsstillingene, begrepene og
fakta framsta klart. Dette vil jeg kallden direkte genetiske metode. Eller man kan selv
leere fra en slik historisk analyse hva meningerkjegnen bak hvert begrep er. Man kan
sa trekke fglger for leeringen av dette begrepégefezsom ikke vil ha noe med historien
a gjare. Dette vil jeg kallden indirekte genetiske metode. (Toeplitz 1927, p. 92f.)

Motivasjonsfunksjonen finner vi igjenden direkte genetiske metoaeen det erden
indirekte som er den mest interessante for han. Toeplitztabppger og konkretiseringer,
viser at forstdelsen av et begrep avhenger av fhimgen av kunnskap omkring dette
begrepet. Det dreier seg altsa om kunnskap om kapes.



Toeplitz' indirekte genetiske metode bygger oppiklihgen av metakunnskap hos
studentene (sml. Schubring 1978, p.256). Han skiséorien inn i en produktiv funksjon, og
ikke bare en ytre ramme:

Det handler ikke om historie, men snarere om tiden til problemene, lgsningene og
bevisene, og om de avgjgrende vendepunktene i tithlivelsen” (Toeplitz 1927, p. 94)

Nar det gjelder den uendelige prosess og tallbegrgar imidlertid Toeplitz ut fra at det
meste ble oppnadd allerede med grekerne. Sidedelle bare utviklet videre i formen. Han
slutter segq til Lipschitz, som hevdet at det vikta forela allerede med Eudoxos. Derimot
mente Dedekind at det var en grunnleggende fotskjeliklingen av disse begrepene. Saerlig
viste han til at begrepet kompletthet manglet he&kerne, og dette begrepet kunne heller ikke
bli tatt implisitt fra geometrien.

Toeplitz mente altsa at matematikkens historieiklee viste noen kvalitativ utvikling,
men snarere var en kontinuerlig prosess. Toegizéshistorien som en uuttemmelig kilde til
leerdom for den didaktiske metodikken. Utviklingenkeegreper tar en myk overgang fra det
enkle til det sammensatte. Dette omformet han werét en slags metodisk pekefinger for
undervisningen (Toeplitz 1927, p. 95).

Det blir altsa et sentralt problem & bruke matekkhtstorien i en tilmalt oppfatning av
utviklingen. Andre vitenskaper er blitt analysem, det er der anerkjent at det har foregatt en
begrepsutvikling. Bare i matematikken ser det ot g&m vil holde en slik utvikling skjult. .

Et eksempel pa denne ekstreme holdningen ser videasfranske filosofen Gaston
Bachelard. Han har gitt en ngyaktig beskrivelsebagrepsmessige brudd og hindringer i
naturvitenskapene. Matematikken holdt han utenéming analysen:

"Matematikkens historie er et underverk av regebiggget. Den kjenner perioder
med stillstand. Den kjenner derimot ingen perioahexd feilslutninger.”

3. Nye oppfatninger i matematikkhistorien.

| flere ar n& har det heldigvis veert betydeligeafamiringer. Forholdet mellom forskning
og leering, og ogsa undervisning, blir i dag merdsatt. Tradisjonelt er vitenskapen blitt
oppfattet som den aktivt givende siden, mens dikladth er den passivt mottakende. Willem
Kuyk beskrev i 1978 dette med det malende bildetstalagtitter versus stalagmitter.
Undervisning kan ikke bare bli forstatt som enaaiitt, for den utvikler seg jo ikke bare
fordi vitenskapen som stalagtitten, drypper no&pedr ned pa den ( Schubring 1981, p. 32).

Den nye vurderingen av forholdet mellom forsknirgyundervisning apner ogsa for en
annen oppfatning av utviklingen. Pa slutten av ifZdiet satte matematikken krav til allmenn
leerbarhet. Ikke bare gjaldt dette med tanke paggrs, og gale utsagn som hittil var blitt
oppfattet som sanne, men disse nye standardeneoggsd forskningen nye impulser og
retninger:

"Karakteristisk nok kom analysen til vesentlig &tkkaere matematikere som sto sterkt
oppe i undervisningen" (Wussing 1974, p. XVIII).

Min forskning omkring utviklingen av matematikkerPreussen har vist at yrket som
matematikklaerer ved hggere skoler tjiente som lwasa for utviklingen av innholdet i den
rene matematikken (sml. Schubring 1983). GymnasteerePreussen ble ansett som laerde,
og de var i stor grad med pa en klargjaring av matikens grunnlag (Schubring 1986c).

Disse forholdene er relativt nye for matematikkbign, og har betydning for ens
oppfatning av utviklingen:



- de viser at undervisning og leering har hattlitefse pa utviklingen av vitenskapen,
og en ma ta hensyn til denne dimensjonen forsia matematikkhistorien

- brudd og nye forhold i matematikkens historie ingtor grad kommet av
epistemologiske forandringer, forandringenemskapssystemets kontekst.

- didaktisk orienterte analyser av utviklingen lgjelpemidler til selv a kunne
undersgke utviklingsprosessen naermere.

For a forklare de to siste punktene neermere diswujeg her to teorier som har vunnet
stor anerkjennelse i matematikkdidaktikken somdtske tilnaermelser til analysen av det
subjektive. Deretter vil jeg anvende disse to tweii analysen av historiske begrepsomrader.
Det dreier seg her om teoriene om feilslutningehiomglringer.

4. Elevfeil

De siste tyve ar har elevfeil utgjort en viktig dal forskningen bade i tysk og
amerikansk didaktikk. Det er blitt en stadig vaalig oppfatning at feil ikke bare er mangel pa
evner, uoppmerksomhet el. Derfor kan heller ikkkeifee bli fiernet bare ved gjentakelse eller
gkt oppmerksomhet. Radatz sammenfattet i 1979 sgiet pa feilforskningen:

"Feilslutninger hos elevene oppstar ikke overvegenpd grunn av usikkerhet,
likegyldighet eller engangstilfeller, slik man akto starten av den behavioristiske
undervisningsteorien. Elevfeil kommer i langt stgigrad som resultat av tidligere
erfaringer i matematikkundervisningen. Fra feilfoméngen kan en sla fast at elevfeil:

- er arsaksbhestemte og ofte sveert systematiske,

- kan vare i flere skolear, dersom ikke leereren faret
ngdvendige pedagogiske tilpasninger,

- er mulig a beskrive og analysere som feilteknikker,

- i sin arsak kan la seg fare tilbake til bestemtenskaligheter hos eleven i
informasjonsopptaket og bearbeidelsen i den maiskeatleereprosessen eller til
defekter i undervisningens virksomme variable (fsdeereplan, elev, omgivelsene).
Elevfeil er "bilder" av individuelle vanskelighet@Radatz 1979, p. 57).

Det er viktig & ikke stemple elevenes tankeprosess® "defekte". Enda viktigere er det
a utforske tankestrategiene til elevene. Dette kemktart fram i et arbeid av H. D. Gerster,
hvor han som resultat av omfangsrike undersakalsetevfeil slar fast (Gerster 1984):

"Bestemte oppgavetyper (bestemte krav til stolisat bestemte feilmgnster hos enkelte
elever. Slike feilmanster skyldes ofte tilsvared# i undervisningen - savel i
leerebgkene som i framstillingen gitt av leererenér&ter 1984, p. 56).

Selve kunnskapen kan ogsa inneholde saklige uktarkb#er epistemologiske problemer.
Karl Menger viste i 1950-arene til flere slike fa@itler i matematikken i artiklene "Why
Johnny hates math", "Gulliver in the Land withouh&) Two, Three" og "Gulliver in
Applyland". Problemomrader som han diskuterer D&t manglende skillet mellom funksjon
og funksjonsverdi, sammenblandingen av variabetygs ulike betydninger, uoppklarte
forhold mellom tall og stgrrelser. Han vant ikkarfr verken i vitenskapen eller i didaktikken.

Det kan nettopp veere denne dimensjonen av uopekiatérne eller epistemologiske
problemer som pavirker laeringen. | forhold til eméhgskunnskapen, er skolekunnskapen pa
en sterkere mate satt sammen av den historiskkliogén. En fornuftig bruk av historie i



didaktikken blir derfor & analysere slike sakligkereepistemologiske problemer ved den
matematiske kunnskapen, slike problemer som oligsert feil hos elevene.

5. Hindringer

Begrepet "obstacles épistémologiques” ble inntartden franske filosofen Gaston
Bachelard i 1936. Bachelards skjema er blitt videxeklet av Guy Brousseau til en allmenn
teori om hindringer. Denne teorien skiller mellom tilike hindringer for laering:

- ontogenetiskehindringer (Brousseau forklarer dette som begregen i individets
mentale utvikling, for eksempel av nevrofysiologask, han viser til Piagets stadieteori)

- didaktiske eller didaktogertendringer (som stammer fra undervisningen, |saregh e.l.)

- epistemologiskéindringer (har sitt grunnlag i den matematiske rigkapens natur, og
ifalge Brousseau er de derfor uungaelige. Sidemrdmulige & identifisere i begreps-
historien, er de grunnleggende for den naveerendaskapen) (Brousseau 1983, p. 176
ff.).

Brousseau unngér bevisst & formulere regler foennshing. Arsaken er at det fins sé& fa
historiske eksempelstudier om hvordan epistemdkegtsindringer virker pa begrepsutvik-
ling. Han advarer imidlertid mot & anvende den béiagiske parallellen (Brousseau 1983, p.
194, sml. Schubring 1978, p. 192 ff.).

Den videre utfordringen er & finne detaljerte redtarksjoner av den historiske
utviklingen av begrepene. Detaljert betyr her at itke bare dreier seg om a framstille
bidragene til de "store", men ogsa a formidle kovdrsene i sin fullstendige sammenheng.
En slik framstilling er nadvendig for a kunne férsiegrepsinnholdet eller rekkevidden av
problemlgsninger og de epistemologiene som liggegrunn. Ett eksempel pa en slik
rekonstruksjon er studien til Lakatos (Lakatos 1976

| kjglvannet av Brousseaus program har vi fatt netedier som har undersgkt hindringer
for lzering under et slikt perspektiv som skissedenne sammenheng gnsker jeg a nevne to.
Den fagrste er en avhandling om leering av grensepegri kalkulus av Bernhard Cornu
(Cornu 1983). Den andre er et arbeid av Coletteotadd (Laborde 1985), der hun tar opp
elevers oppfatninger av geometriske grunnbegrepam punkt, linje og lengde. Begge
studiene finner igjen elementer til Igsninger, senblitt gitt av matematikere i historien, i
svarene til dagens elever. Hos begge kan vi kjégjee en oppfatning av at utviklingen av
begrepene som en vei fra det empiriske til detraks kan sammenlignes med den
intellektuelle utviklingen hos elevene.

Jeg skal na legge fram noen resultater av en d@gdiesav historien om de negative tall,
en studie som er svaert omfangsrik (sml. Schubri®@6a). For meg dreide det seg om a
undersgke om en ved a benytte de negative talkslik Vieta og Stevin, virkelig kan snakke
om en problemfri anerkjennelse av disse talleng. hbr analysert den status de hadde pa
slutten av 1700-tallet i de tre land som da hadestdrste matematiske miljgene.

Kildematerialet var laerebgker i aritmetikk og algebog i tillegg noen monografier og
tidsskriftartikler. Jeg fant en omfangsrik og irgendebatt omkring statusen til negative tall,
men jeg fant ogsa helt klare nasjonale forskjaikar det gjaldt disse tallene som matematisk
begrep. Holdningen varierte fra en ganske klarsag i England, via en tosidig holdning i
Frankrike, til en entydig anerkjennelse i Tyskland.

| grove trekk kan posisjonene karakteriseres $likngland ble subtraksjonen begrenset
til tilfeller som var "mulige a utfgre". Subtrahend fikk altsd aldri vaere stagrre enn
minuenden. Det ble argumentert prinsipielt motratragradslikninger kunne ha to rgtter, og
at et tall kunne ha to kvadratrgtter.



| Tyskland hadde man ingen betenkeligheter med viklet abstrakte begreper uten
materiell substans. Det fantes en filosofi somtstaipp om dette. Det var utviklet en egen
grunnleggende teori, kalt "leeren om motsatte dsmre som var avledet fra filosofien. Her
bestemte man betingelsene for at stgrrelser kuppbheve hverandre. Ofte finner vi avsnitt
om motsetninger generelt, far framstillingen avadémetiske grunnoperasjonene.

Filosofisk var det mulig at starrelser kunne vaesatte med hensyn til en kvalitet. Pa
dette grunnlag innfarte man et allment subtrak$jegeep. | tilknytning til dette utviklet det
seg en grunnlagsdiskusjon i Tyskland, hvor det figge 1800 ble vist til det spesielle ved
reglene for operasjoner med tall. Her skilte maartkinellom operasjonstegn og fortegnet til
et tall. Det ble utviklet et begrepsmessig skillellom det empiriske stgrrelsesbegrepet og det
rene tallbegrepet. Férstemann kunne da i 1817 letwih formell matematisk teori om
negative tall (Forstemann 1817).

Debatten i Frankrike er enda mer interessant. Qigki800 ble det et brudd i den
relative anerkjennelsen av negative tall. Artikkel®&égatif' av d'Alembert i den bergmte
Encyclopédie er typisk for denne dobbeltsidige hiden. Her ble negative tall forkastet
som lgsninger av likninger. En slik isolert negalasning krevde en omformulering av
oppgaven som la til grunn for likningen. | en anmetikkel i den samme Encyclopédie blir
derimot negative starrelser tillatt som likeverdiged de positive. De blir betegnet som
"mindre enn ingenting". Denne forestillingen betetgi Alembert som absurd.

Etter 1800 fulgte en empirisk vending i fransk $ibdi, en vending som ble overfart til
matematikken av Carnot. Han mente at algebraen hiddgle noen selvstendig funksjon, at
den kunne brukes til & oversette geometriske begreg utsagn, men ikke til & abstrahere.
Denne empirisk-geometriske bindingen av matematskanbegrep satte inn omkring 1810.
Den medvirket til at negative tall ikke lenger i@ akseptert som de hadde veert til da. Vi
finner igjen dette bruddet i de ulike opplagenelavebgkene til Lacroix i algebra. Ogsa
leerebgker for Ecole Polytechnique betegnet isoleetgative lgsninger som absurde. En av
de mest synlige virkningene av denne avvisningérankrike, var det skarpe skillet mellom
aritmetikk og algebra. Aritmetikken beskjeftigetgsatelukkende med positive tall, mens
negative tall vant innpass i algebraen fra sistedehav 1800-tallet.

Her kan jeg bare antyde noen konklusjoner fra dezksempelstudien. Den bergmte
tegnregelen (minus ganger minus gir pluss) var ik&e problem i vitenskapsutviklingen. |
populeerlitteraturen vant denne regelen derimot asapsom et saerlig mystisk emne. Den
danner en didaktisk hindring. Leererne la fram é&debav matematikken som en vitenskap
som kunne bevise alle sine utsagn. De har derddigforsagkt a bevise tegnregelen.

| &rene 1883-84 var det en svaert opphisset debexdt tallrike bidrag i Zeitschrift flr
Mathematischen und Naturwissenschatftlichen Unterribenne debatten oppsto da en ung
leerer, som kom rett fra moderne hggskoleutdannimgtmetikkens grunnlag, her framstilte
den djerve tesen at tegnregelen ikke var mulig\dsbe men at den tvert i mot bare var en
konvensjon. Med sterk motvilje matte man til shitye seg for dette faktum at regelen ikke
kunne bevises. Tegnregelen som didaktisk hindnnigkegnok en reell hindring for elevene.

Utover dette satte negative tall spgrsmalstegrnvesdntlige elementer av matematikkens
arkitektur og filosofi. Matematikken var til da tilforstatt som "vitenskapen om stgrrelser".
Stgrrelsene var grunnbegreper, og de var anvendbaralt. Elementene i stgrrelsesbegrepet
var "diskrete starrelser" og "kontinuerlige steses!.

Negative tall impliserte en annen og ikke-empirigkstaelse av matematikken. Her var
ikke den materielle verden en direkte pavisbaritetalSamtidig stilte det derimot ogsa
spgrsmal ved den overleverte, enhetlige oppbygginge matematikken. Negative tall
impliserte en overgang fra et allment starrelsesetl et abstrakt tallbegrep. Dette abstrakte
tallbegrepet kunne ikke lenger bli brukt som gragnfor geometrien. Det oppstar derfor et
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motsetningsforhold mellom aritmetikk/algebra og metri, som gar pa om den ene disiplinen
skal bli forstatt som overordnet den andre.

Epistemologiske faktorer er derfor viktige for ddungen av matematikken. Begrepet
negative tall hadde betydelige konsekvenser foraanthrader av matematikken. Likevel kan
ikke dette tas som belegg for effekten av hindniriggachelards betydning. Hos Bachelard
har nemlig de epistemologiske hindringene en navmatrakter. De framstiller etapper i en
utvikling mot et vitenskapelig herredemme over eerden utvikling som er ngdvendig for
menneskeheten. Den som ikke mestrer en slik higdiiir tilbakestdende. Na kan vi si at det
enhetlige stagrrelsesbegrepet i Bachelards betydrangn "overilt allminneliggjgring”. Enda
viktigere er det at det ikke finnes noen felles meskehet i Bachelards betydning. Begreper
utvikler seg innenfor bestemte sosiale grupperrquaeirket av den kulturelle konteksten. Det
fins derfor sjelden paralleller i begrepsutviklimgeos ulike kulturer.

Bachelard utelot matematikken fra sin analyse am$kritt fra feilslutninger til sannhet,
og han erkleerte matematikken fri for feilslutning@achelard 1975, p. 25). Dette er
begrunnet i hans normative standpunkt. | den framskjonalismens and forstar han nemlig
vitenskapens utvikling som en utvikling mot mateikl@ns ideal om "entydighet".
Matematikken blir da selve malestokken, og den kanfor ikke ha del i de samme
svakhetene i utviklingen som de andre vitenskapene.

6. Feil i matematikken?

Bachelards syn gir meg mulighet til en refleksjamkoing feil i matematikken som
vitenskap. Det virket helt utenkelig innenfor masgikkens hverdagsfilosofi & innrgmme
muligheten for starre feil i matematikkens historledligere ser det ut til at man hadde et
avslappet forhold til dette spgrsmalet. Gebhaainfrevet den metodologiske betydningen av
feiltakelser i sin viktige avhandling om matemagkls historie i matematikkundervisningen.

"Med den historiske anvisning at ogsa feiltakelsegekontroversene har sin rolle og
betydning i matematikken, forsvinner i stor gracdh dégften som skiller den fra andre
vitenskaper, og da ogsa seerlig fra naturvitenskap@ebhardt 1912, p. 83).

Derved forstar han blant feil:

"ikke de som kan snike seg inn hos enhver somdbegér seg med matematikk, men de
som er eiendommelige for en hel tidsalder, og siorden et eget preg” (samme plass).

| motsetning til Bachelard hevder altsa Gebhardied¢ epoker kan veere kjennetegnet ved
feiltakelser. Som eksempel nevner han Leibnizogittis for at rekka 1 -1 +1 -1 +1 ... har sum
lik 1/2, et bevis som Euler fgrte videre.

| 1896 ble tidsskriftet "Kinderfehler" grunnlagfTiyskland, et tidsskrift som undersgkte
barns feil pa& en empirisk, pedagogisk mate. Vitapsk ble heller ikke spart. E. Maillet var
en av utgiverne av det franske tidsskriftet "L'imiédiaire des Mathématiciens"”. | 1904
oppfordret han til & meddele tidsskriftet om felslrenommerte matematikere, for a utfordre
til selvrefleksjon. Det som ble utgitt, utgjer emyist interessant samling av feil. De ser ikke ut
til & ha fatt noen oppmerksomhet i den vitenskapetdiller didaktiske diskusjonen forelapig.
Denne samlingen ble publisert av Lecat (Lecat 1938nlingen nevner omkring 500 feil av
330 matematikere. Mange ukjente er representertieam noen betydningsfulle matematikere
er ogsa nevnt. Etter Gebhardts oppfatning villevdete av stor betydning for laererstudenters
metakunnskap & "normalisere" bildet av matematikig@nnom matematikkens historie.
Dette ville lgse matematikken fra den teknologiskikulten.
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Legendre publiserte fem ulike bevis for parallediaknet i de farste tolv opplagene av sin
Eléments de Géométrie fra 1794. | en avhandlingAcadémie des Sciences fra 1833 sa
Legendre tilbake pa disse bevisene, og han betdsaret to av dem som ikke-stringente.
Mens andre altsa ville ha veert lykkelige over atste bevis, hevdet Legendre & rade over tre
stringente bevis. Som om ikke det var nok fayde tgsa til tre nye bevis, altsa til sammen
seks bevis! De bevisene som kom i tillegg i 183hyiter alle metoden for sammenlikning
av uendelige flater, som ble utviklet i 1780-araveJohann Schultz (sml. Schubring 1982a).
Pa denne tiden var det i Frankrike en bemerkelsdgyaksept for uendelige starrelser.
Derfor kom det ingen starre innvendinger (sml. $cmg 1986b).

7. - 0g et sosial-konstruktivistisk svar

Sammenhengen mellom feil hos elever og hos vitgrsskann som her er tematisert, skal
bli noe videre konkretisert gjennom en tese soralégig har en noe spekulativ karakter.
Ifalge sosial-konstruktivismen kan ikke sakaltevédd lenger karakteriseres som "feil" nar de
falger de strategiene som er anerkjent i en sgsigdpe. Dette ligger implisitt i utviklingen av
feilforskingen. En slik oppfatning gjelder ogsa émnsosial-konstruktivismen slik den er blitt
utviklet i matematikkdidaktikken, framfor alt av Barsfeld, Krummheuer og Voigt (sml.
Bauersfeld m.fl. 1983). Begrepene far her betydwiggnening i den sosiale interaksjonen.

Ut fra de historiske bemerkningene som er gjodmmigar det at en slik objektivitet som
ofte tilskrives matematikken, sjelden fins. Tvertmot blir begreper til i en kulturell
sammenheng og sa videreutviklet i matematikken sioemskap. Det fins et sosialt subjekt i
matematikkens historie, nemlig det sosiale samfammrmatematikere som er preget av et
bestemt kulturelt nettverk. Tesen lar seg prove liaor to kulturer med forskjellige
kunnskapskonsepter mgtes. Overfgringen av matekriatimskap fra en kultur til en annen
muliggjer altsd eksempelstudier for sosial-kongtuigmen.

Det foreligger en eksempelstudie om overfgringenbagrepet desimalbrgk fra den
indiske til den arabiske matematikken (Abdeljaod@d8). Denne studien synes a bekrefte
min tese. De tallene vi kaller arabiske, stammen &gent fra den indiske matematikken, i
likhet med nullen og posisjonssystemet. Araberng/tbet derimot bokstavene i alfabetet til &
betegne tall, akkurat som grekerne gjorde. Deteeliabiske systemet gar tilbake til det
fonikiske systemet med tallbokstaver. Araberne teruk ulike tradisjoner for brgker: de
babylonske hexagesimalbrgkene og de egyptiske stdete.

| blomstringsperioden til den arabiske vitenskap@&@00 - tallet fant ikke desimal-
brgkene noen anerkjennelse. Al-Uglidisis leerebakdf2 framstilte disse, men den ble glemt
og farst gjenoppdaget i 1966 (Saidan 1966). Motltarmot indisk matematikk var for sterk,
noe som blir tydelig giennom Al-Birunis strenge déndet 11. arhundre:

"De greske filosofene framstilte objektene renengkapelig i sine skrifter. Inderne
derimot, frambragte nesten ikke en bok som ikkeerersamling skrap, hvor alle
populeervitenskaper blandes sammen. Autoritetsahdesker hos dem. Deres bgker om
regning og matematikk kan sammenlignes med pottsska ligger blandet med perler
stradd rundt i en haug med kamelmgkk" (sitert éitatteljaouad, p. 14).

Bade nullen og ett-tallet ble avvist som tall. Befirdi tallene ble framstilt som multipler av
enheten, og enheten selv ble ikke sett pa som albé&samme sted, p. 15). Farst i det 14.
arhundre slo de indiske tallene og desimalbrgkej@mngm hos araberne. Den eldre
tradisjonen forble i bruk helt fram til slutten 4800-tallet.
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8. Didaktisk transposisjon

Elementariseringen av matematisk kunnskap utvigtadier av maten sosiale grupper
produserer eller transformerer kunnskap. Fagdikledtis forskning pa elementariseringen
utgjar en av de eldste tradisjonene i matematikidilken. Likevel fins sa vidt jeg vet, ingen
teori for & begrunne dette, bortsett fra Lennés (hekiné 1969) som jo er skrevet med kritisk
hensikt. Enda viktigere blir derfor den franske emagtikkdidaktikeren Chevallard (1985).

Hans studie undersgker prosessen som omgjgr vapeaklf kunnskap til skolekunnskap.
Den er derfor et ganske vesentlig bidrag, som dgundhdersgker elementariseringen av
kunnskap. Jeg skal bare komme med en kritisk ammregk Etter Chevallards oppfatning har
vitenskapelig kunnskap en fortrinnlig funksjon. Demkilden til ny kunnskap, og herfra gar
den over i andre sosiale former for kunnskap, skatesnatematikken. En slik innskrenket,
ensrettet modell er ikke forenlig med historiské&mstudier av produksjon av kunnskap. | et
gitt samfunn fins generelt flere stottegrupper kilinnskap. Disse er ofte avsperret fra
hverandre, men de produserer og utbrer ogsa nyskapn Diffusjon og utforming av
kunnskap avhenger av sosiale forhandlingsmekanisGynnasleererne i Preussen pa 1800-
tallet utgjorde f. eks. en slik kunnskapsprodusaeestattegruppe (sml. Schubring 1983 og
1986¢).

9. - et eksempel: den farste skoleboka i mengdelegsytti ar far Bourbaki!

Mengdelzere blir sett pa som et standardeksempat péenskapelige begreper trenger
inn i skolen. Mens jeg forsket pa utviklingen awlgknatematikken pa 1800-tallet, statte jeg
til min overraskelse pa ei skolebok som ga dentdégosersettelsen av Cantors mengdelaere,
og som samtidig ga en radikalt ny oppbygging atnagiikken og algebraen i skolen med
basis i begrepene fra denne. Dette var sytti aBéarbaki.

Det dreier seg om boka til Friedrich Meyer: "Elengeder Arithmetik und Algebra”,
Halle 1885. Meyer studerte i Breslau og Halle, nfiemnfor alt ved universitetet i Berlin
under Kummer. | 1868 ble han matematikkleerer vedrggset i Halle, fram til sin dgd i 1898.
| 1894 ble han utnevnt til seresdoktor ved univetstti Halle, ogsa som et resultat av sin
leerebok i mengdeleere.

Cantor selv satte stor pris pa denne boka, og albeafen saerlig for leerere (Hoffmann
1899, p. 552). | et brev til Bendixson, som Carnidvis samarbeidet med om mengdelaeren,
ytret Cantor ros om Meyer som pedagog, men harfadiehold mht. stringensen av hans
beviser. Wilhelm Lorey framhevet ogsa boka vedrigin av Cantors syttidrsdag:

"Meyer var en av de fgrste som forsto den vidtneteebetydningen av Deres ideer. | en
tid hvor den vitenskapelige verden forholdt segisende overfor Dem, ogsa i vart
fedreland, framstilte han grunnbegrepene i mengaaiaened stor klarhet, allerede i de
elementene han hadde bestemt for skolen. | foraittetinbefalte han ogsa studiet av
Deres skrifter pa det varmeste for matematikklearethorey 1915, p. 273).

Cantors ideer om mengdeleeren ble farst publisem iferdige form i 1895/96 (deler
foreld i 1883). | virkeligheten framstilte ikke Mely mengdebegrepet som noe nytt, men
snarere i en tradisjon som gikk tilbake til de gamiekerne. Meyers bok er ogsa interessant
idet den sgker & utbre Cantors begreper. Om ineheltljeg her bare nevne at den er sveert
moderne i sin oppbygging og struktur. Ved operaspenmed tall finner vi aksiomene for
identitet, kommutativitet, assosiativitet og distriivitet. Tallbegrepet blir avledet fra begrep
om antall.

Meyers bok ble ikke offisielt godtatt som leerebogkblen, men bokas intensjon var a
tiene som "basis for samarbeid for fagleererne'ME&yer 1885, p. iii). Det ser ut til at Meyer
brukte den i undervisningen av de gverste klasseine (se F. Meyer 1891, p. 29).
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Wieleitner kom ogsa med forslag om dette i en kelik 1906. Mengdelaere var da i stor
grad anerkjent som ngdvendig bakgrunnskunnskalpei@re. Det klassiske oppslagsverket til
elementeermatematikken av Weber-Wellstbegynte grunnlaget for aritmetikken med et
avsnitt om elementaer mengdeleere.

Pa grunn av den raske mottakelsen Cantors mengdékderseerlig i de hggere klassene,
kan en spgrre seg hvorfor "Bourbaki" framsto sonmyrientering i skolene fra 1960-arene.
Tydeligvis ble den bevegelsen som kom i gang ongkif10 stoppet. Arsakene til dette er
ennd ikke kjent. Min tese er at bevegelsen for ppggging av aritmetikk og algebra pa
grunnlag av mengdelaere, ble skjgvet til side amektigere bevegelse. Denne oppsto fra
omkring 1905, og den gikk ut pa at funksjonsbegrskalle gjennomtrenge undervisningen.
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Abstract:

For many years, mathematics educators have beeresteéd in how to use the history of
mathematics to improve the teaching. Some of thave bbeen satisfied using the history as a
source of motivation. This article deals with apexg that goes beyond that. Schubring starts
with the genetic principle as a didactical toolddre moves on to the research on students'
errors. He considers the so called epistemologbatacles, which is a way of using the
history of mathematics to discover and avoid sofite@pupils' mistakes. This is a method of
using your knowledge about the historical developimeof the mathematical concepts to
improve your teaching. In the end, he makes anoaghr towards social constructivism.
Before the translation of his article, | give atradguction to give a sharper definition on the
concept of genetic - genesis.
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