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Sammendrag

Besvarelsen er en faglig besvarelse i matematikk, nsermere bestemt inn pa topologi og glatte
mangfoldigheter. Oppgaven skal ta for seg teoretisk beskrivelse av disse emnene, med ek-
sempeloppgaver underveis som er med pa a belyse emnene og sette litt mer forstaelse pa
det. Besvarelsens problemstilling vil veere "Hwor forberedt vil en elev, som har fullfort
videregdende teoretisk matematikk, vere pd universitetsmatematikk?" sett i lys
av oppgaver som skal oppsummere en elevs kunnskap ved endt skolelgp pé videregaende
skole sammenlignet med teori som man vil komme borti pa universitetet.

Besvarelsen inneholder ogsa en liten didaktisk del. Med andre ord starter oppgaven med
beskrivelse av enkelte matematikkoppgaver i sammenheng med LK20, rettet mot eksamen
pa videregdende skole. Disse oppgavene belyser hva en naveerende elev skal gd gjennom i
fagene R1 og R2 pa videregaende skole, og skal prgve & sette blikk pa hva elever sitter igjen
med av kunnskap etter videregaende skole.

Malet med besvarelsen er at leseren skal sitte igjen med et innblikk pa hvorvidt en elev
pa videregéende skole blir forberedt pa universitetsmatematikk ved kunnskap og forstéelse,
og om oppgavene elevene far pa videregaende og eksamen er typer oppgaver som fremmer
leerelyst og nysgjerrighet.

Forhapentligvis vil leseren veere enig i at spesielt matematikk R2 fremmer mer algoritme og
pugging, og har mindre fokus pa forstaelse og problemlgsning, noe som er viktige faktorer
som kreves for & kunne ta universitetsmatematikk, og anvende dette videre i hverdagen.
I tillegg vil kanskje leseren fa noen tanker om at LK20 er en god reform i skolen, som
tester mer anvendelse av teori i ulike situasjoner man mgter péa i hverdagen, framfor kun
matematikkregning og oppgavelgsning uten noe hensikt bak.
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Kapittel 1

Innledning - LK20 og
eksamensoppgaver

1.1 LK20 - Kunnskapslgftet 2020

Leereplanmaélene fra utdanningsdirektoratet skal gjenspeile hva en elev skal ga ut med av
kunnskap etter hvert klassetrinn i hvert fag. For LK20, som er dagens aktuelle, hadde vi
kunnskapslgftet fra 2006. Denne har for mange fungert bra nar det kommer til leering. I
matematikk har det innebsert mange spesifikke kunnskapsmal som gar ut pa & skulle kunne
veldig spesifikke emner og begreper innad i matematikken. (utdanningsdirektoratet,
2020)[1]. Disse matematiske begrepene som inngr i leereplanen kan for elevene skape en
sakalt backwash effekt, der elevene leser kun pa det som kommer pa en vurdering, og at
leereren underviser kun det som kommer péa en vurdering i gnske om at alle elever bestar
(wiley online library, 2020)]2]. Det forer ogsa til en god del pugging bade rett for en
vurdering, pa bakgrunn av at man blir introdusert, spesielt i matematikk, en rekke formler
og regler man har blitt fortalt at man méa huske. Pugging alene er ikke med pé & bidra til
forstaelse(utdanningsnytt, 2019)[3], og det ma jobbes videre med, da gjerne over tid.

Siden 2006 har det kommet en ny laereplan, som har veert gjeldende siden 2020. LK20
fokuserer pa en dybdeleering som foregar pa bakgrunn av forstéelse og utforskning. Et ut-
drag av laeereplaner fra LK20 vil ha mye mindre spesifikke begreper som er byttet ut med
begreper som gar igjen. For eksempel utforsking, argumentasjon, analyse og redegjorelse
(utdanningsdirektoratet, 2020)[I]. I sammenheng med en skolehverdag er begrepene
verb som assosieres som tidskrevende og noe man ma gjgre over lengre periode for & fremme
forstaelse og utforsking. Et fokus pa forstaelse gjgr det viktig at man som leerer ogsé setter
teori i lys av situasjoner man mgter pa i hverdagen slik at man far et forhold til hva man
skal leere. En slik praksis over tid vil forhapentligvis gi elever som ser pa matematikk som
noe nyttig og meningsfullt, og en lering i dybden som gjgr at de klarer & visualisere og
utlede matematiske formler. Eksamen burde veere slik som denne undervisningsformen og
framgangsmaten da denne skal gjenspeile hva en elev leerer i lgpet av skolegangen.


https://www.udir.no/lk20/mat03-02/kompetansemaal-og-vurdering/kv293?lang=nob
https://www.udir.no/lk20/mat03-02/kompetansemaal-og-vurdering/kv293?lang=nob
https://onlinelibrary.wiley.com/doi/abs/10.1002/9781405198431.wbeal1274.pub2
https://www.utdanningsnytt.no/fagartikkel-matematikk/matte-ma-forstas-pugging-alene-gir-ikke-forstaelse/171189
https://www.udir.no/lk20/mat03-02/kompetansemaal-og-vurdering/kv293?lang=nob
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1.2 Eksempel eksamen - R1 og R2

I matematikken finnes denne leereplanen: utdanningsdirektoratet, 2020[4] som skal veere
med pa & fremme forstielse, argumentasjon og kreativitet. Disse tre faktorene er viktige for
a kunne ta videre fag pa universitet som bygger pa matematikk. Pa grunn av litt andre
diverse arsaker s& har det enda ikke blitt satt i gang en eksamen i fagene matematikk R1 og
R2, sa det er heller ikke mange oppgaver ute som belager seg pa disse. Her er noen oppgaver
fra eksempeleksamenssettet som skal belyse teorien som kommer senere i avhandlingen.

1.2.1 R1 - eksempeloppgaver
Fra R1 eksempeloppgave:

Oppgave 3

def fix):
return x/(1+x*%2

h = 0.0001

x =10

while (f(x+h)-f(x))/h > 0:
x = x + 0.01

print("x=", x

N VA WN R

En elev har skrevet programkoden ovenfor.

a) Hva gnsker eleven a finne ut?

b) Forklar hva som skjer nar programmet kjgres. Hva blir resultatet?

(utdanningsdirektoratet, 2022)[5]- eksempeloppgave R1 viren 22

Oppgaven er en programmeringsoppgave der eleven skal forklare hva koden gnsker & fa som
output. Man blir introdusert for funksjonen:

f(@) = 55

Eleven méa se pa funksjonsuttrykket og kjenne til uttrykket for den deriverte, og kjenne til
hva kravene for funksjonen er. Man vil da se pa negative deriverte (avbildninger) der xz-verdi
som inputsverdi er stgrre enn 0. Derivasjon og den deriverte vil dukke opp i teoridelen ogsa,
da dette er med pé & definere en glatt mangfoldighet. Omrader som grenseverdi(som dukker
opp ved derivasjon), og dermed kontinuitet er ogsa relevant her.

En annen oppgave fra eksempelsettet er denne:

Oppgave 2
Funksjonen f er gitt ved
f(x)=x*-b-x*+2, D,=[-3-)

For hvilke verdier av b har f en omvendt funksjon?

(utdanningsdirektoratet, 2022)[5]- eksempeloppgave R1 véiren 22

Denne oppgaven er en oppgave som framstiller en funksjon, der man méa kunne litt om
en omvendt funksjon (det som senere i oppgaven vil veere inversfunksjon, eller g o f =
g(f(z)). Her skal man alts finne hvilken verdi for b som gjgr at man far en inversavbildning.
Man far ogsa oppgitt en definisjonsmengde, som innebzerer grunnkunnskap for blant annet
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logikk. For & lgse denne oppgaven ma man vite litt om den deriverte, og dermed kontinuitet,
grenseverdi og definisjonsmengde.

1.2.2 R2 - eksempeloppgaver

Et av eksemplene i teoridelen er en sfeere som kan sees pa som en glatt mangfoldighet. Glatte
mangfoldigheter av dimensjon 2 blir generelt visualisert som overflaten av tredimensjonale
figurer. Derfor kan denne fra R2 eksamen veere relevant:

Oppgave 3
En kuleflate K har sentrum i origo og radius 3.

Punktet (—1,2,2) er et eksempel pa et punkt pa K som har heltallige
koordinater.

Lag et program som finner antall punkt pa K som har heltallige koordinater.

(utdanningsdirektoratet, 2022)- eksempeloppgave R2 viren 22[6]

I denne oppgaven tar man utgangspunkt i en kuleflate som har sentrum i origo og radius 3.

En del av oppgavene i R2 eksempelsettet er basert pa ren teori. De fgrste oppgavene er
ganske rett frem, med aritmetiske rekker, geometriske rekker, vektorer og oppgaver der
elevene skal ta i bruk formler som de tidligere har leert i skolelgpet. Her er to eksempler:

Oppgave 3
Las likningen

cos’x—3sin’x=-2, xe[0,2n)

(utdanningsdirektoratet, 2022)- eksempeloppgave R2 viren 22[6]

Oppgave 5
En uendelig geometrisk rekke b, + b, + b; + b, + - -- konvergerer mot 6.

Summen av de seks fgrste leddene er 3‘38

Bestem summen av de fire fgrste leddene.

(utdanningsdirektoratet, 2022)- eksempeloppgave R2 viren 22[6]

Avhandlingen skal som sagt videre i oppgaven gjore rede for teorien, bade bakgrunnsteori
som tar for seg mengdeleere, funksjoner og kontinuitet, og i tillegg stgrre faglige omrader
som innebarer topologi og mangfoldigheter. Underveis vil det veere eksempler som viser
anvendelse av teorien, slik at man kan gjgre seg tanker om hvorvidt disse eksamensoppgavene
er relevante for det som skjer videre.
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Kapittel 2

Bakgrunnsteori

I dette kapittelet vil min referanse veere (Rognes, 2021, s.1-s.12)[7] og(Munkres, 2014)[8]

2.1 Mengdelaere

2.1.1 En mengde og dens elementer

Matematikken er stort sett uttrykt med tall. I blant kan disse samles i mengder som
elementer. For eksempel, en mengde M med elementene 1,2, 3 og «x slik at

M ={1,2,3,2}. Et av elementene, eksempelvis 2 uttrykkes som inneholdt i mengden ved
a skrive

2e M.

Det finnes tilfeller med krav til at et element skal kunne finnes i mengden. Ved betingelser
og krav opererer vi med symbolet |. Et eksempel kan veere en mengde der alle elementer er
heltall, Z og partall:

M ={n|n=2n,n € Z}
I topologi brukes den tomme mengden (), som er en mengde med ingenting i.
Eksempel 1 I den tomme mengden blir x uttrykt ved:
0= {z|lz ¢ 0}

Hvis mengden har elementer i seg, blir mengden kalt for en ikke-tom mengde.

2.1.2 Inkludering og likhet

For mengder finnes undermengder, uttrykt ved C. La to mengder A og B, der A er en
undermengde av B. Dette uttrykkes som A C B. Det vil si at alle elementene som er i A
ogsé er i B. Den logiske formen:

x € A bare hvis z € B slik at (x € A) = (z € B)
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I tillegg til undermengde finnes ogsa supermengde, D og "proper" undermengde, C

Nar A C B, vil B veere en supermengde, og skrives som B D A, der A er inneholdt i B.
En proper undermengde er en undermengde A C B, der A ¢ B slik at alle elementene i B
ikke er lik alle elementene i A.

Eksempel 2 Supermengden B = {1,2,3,4}
har undermengden A = {1,3,4}
A C B, A er en proper undermengde, og A ¢ B.

2.1.3 Snitt og union
For to mengder A og B er snittet AN B de elementene som er i bade A og B.

ANB={z|x € Aogz € B}
Ved A snitt B er elementene z slik at z eri A og z er i B.

For samme mengder er union A U B de elementene som er i bade A og B.

AUB={z|lx € Aellerz € B}
Ved A union B er elementene x slik at x er i 4 eller i B.

Eksempel 3 Mengdene A og B er gitt ved: A ={1,2,3,4} og B ={3,4,6,7}.
Snittet AN B = {3,4} er elementene mengdene A og B har til felles.
Unionen AU B ={1,2,3,4,6,7}, er elementene som utgjor A og B sammen.

Det finnes to lover ved snitt og union, som er et resultat av de kommutative og assosiative
lover. Disse to lovene blir kalt for de distributive lover:

1) AnN(BUC)=(ANB)U(ANC(C)
2) AU(BNC)=(AUB)N(AUC)
Grafisk framstilles de slik:

A
B

(& C

A NBUO = (ANBYUNG) A UCBNY=(AUB) N(AVC)

Figur 1

2.1.4 Differanse og komplement
For mengdene A og B, der B C A vil elementer i A som ikke er i B, A— B, veere differansen:
A—B={xe€ Alx ¢ B}

Ved & finne differansen A — B og snitte dette med B si vil man f& den tomme mengden .
Grafisk kan det fremstilles slik:
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e ©
‘B -B = AMeY BNB=0
Figur 2
A ta (A — B) U B, gir hele mengden, AU B

Differansen A — B C A, er alt i A som ikke er B, og blir ogsa kalt for komplementet
av B i A, og blir uttrykt som B. Komplementet av en union vil veere snittet av komple-
mentene. Komplementene av et snitt vil veere en union av komplementene. Dette kalles for
DeMorgans lover:

(BUC)=(A—B)n(A-C)
(BNC)=(A—B)U(A-C)

Disse kan vises grafisk:

A—
A—

X - (A-&) N(A-O) cA ) =GR -2) 0 (A-Q
AQ&U(C?QJ (gz\&(ﬂ\{c},{%} =Gy U(ALB) <A, (BNC=9)

Figur 3 Figur 4
Figur 3 representerer A — (B U C), og figur 4 representerer A — (BN C)

2.1.5 Samling av mengder, potensmengder

En mengde kan veere et element av en annen mengde. Dette kalles en samling av mengder,
og/eller en familie av mengder. En familie blir notert med en kaligrafisk bokstav, og blir
uttrykt som A istedenfor A

En student er et element av et universitet. I universitetet finnes en mengde studenter.
Det finnes pa universitetet forskjellige fag, der hvert fag er et element. Unionen av fag
blir en mengde av fag. Alle studentene tar ikke samme fag, s vi kan se pa deltagerne av
faget som et eget element igjen. Studentene som deltar pa faget vil bli sett pa som en egen
mengde, men samtidig som en samling av mengder.
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Eksempel 4 Mengder av studentene : S = {s|s er en student }
Mengder av alle fag: F = {f|f er et fag }

Mengder av deltakere: Dy = {s € S|s ble med i f}

Samling av mengder av studenter som deltok i et fag: D = {Dy|f € F}

Samlingen av alle undermengder av en mengde kalles potensmengder. Potensmengden til en
mengde A er familien av alle undermengder B C A:

P(A) = {B|B C A}

2.1.6 Vilkarlige snitt og unioner

Samlingen av mengdene A, P(A) har et vilkdrlig snitt gitt ved:

NacaA={z|VAc A=z c A}
Som er snittet av elementene i A

Og en vilkdrlig union gitt ved:

UneaA={z|3Ac A=z c A}

2.2 Funksjoner

2.2.1 Domene, omrade og graf

En funksjon/avbildning f fra en mengde A til en mengde B, har en « € A assosiert til et unikt
element f(z) € B. A kalles domenet til f, og B kalles omridet/kodomenet. Avbildningen
kan ha betingelser:

Eksempel 5
3xr+1 hvis x er oddetall
-]

x/2 hvis © er partall

En slik avbildning er det som kalles et kartetisk produkt av domenet og kodomenet. Det
kartetiske produktet blir uttrykt ved I'y:

Iy = {(29) € A x Bly = f(2)} = (&, f(2)} C A x B},
Iy={(z, f(z)) € Ax Blz € A}

Eksempel 6 Avbildningen for funksjonen f:
[ R —=R?% f(zx) =22, vil se sann ut:

AR

G

Figur 5
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Domenet er R slik at z € R og kodomenet R? slik at f(z) € R?.
I figur 5 vil T'y veere selve avbildningen, og grafen z, f(x)

2.2.2 Bilde, restriksjon og korestriksjon

En funksjon, f:A — B gér fra A til B, og vil ha undermengdene f(A) € B, som ogsé blir
kalt for imaget/bildet til B. Undermengdens verdier er alle verdiene til f(x) for « € A.

f(A) ={f(x) € Blz € A}
Noen ganger er bildet hele omradet.
I noen tilfeller vil domenet A ha en undermengde som kalles en restriksjon. For eksem-
pel er S C A en restriksjon uttrykt ved: f|S:S — B, der B er kodomenet uttrykt ved:
fIS(z) = f(x) for alle x € S. Siden S — B, si kan man ogsa skrive avbildningen f som en

undermengde: f(z) C S x B, og videre kan man da skrive f|S som en korrespondanse til
undermengden av S x B

Pf N (S X B)
I'; er definert ved (A x B), som grafen av f.
P& lik linje kan kodomenet B ha en undermengde som kalles en korestriksjon. For ek-

sempel T'C B. f(A) C T. T har en tilsvarende avbildning gitt ved g(z) = f(z), der ¢
korresponderer til undermengden:

Ffﬂ(AXT)

2.2.3 Injektiv, surjektiv og bijektiv
Avbildningene fra A til B, f : A — B har tre typer:

En injektiv/en-til-en-funksjon er en avbildning som kun treffer ett, men ikke ngdvendigvis
alle element i kodomenet for alle element i domenet ved avbildning. En funksjon er injektiv
hvis det for alle z,y € A slik at = # y og f(x) # f(y).

En funksjon f, er surjektiv hvis det for alle y € B eksisterer z € A uttrykt ved f(z) = y.
Hvis f er surjektiv s& ma bildet veere lik sitt omrade, f(A) = B.

En bijektiv funksjon f har en en-til-en-korrespondanse. Denne avbildningen er bade surjek-
tiv og injektiv. For hver y € B sa eksisterer det kun én = € A med f(x) = y.

En bijektiv funksjon, f kan ha en inversavbildning f —* : B — A, der domenet og kodomenet
utveksler seg, slik at for hver y € B finnes en unik € A slik at f(x) = y. P& andre
siden har man f~!(y) = . Hvis en avbildning ikke er bijektiv si finnes ingen definert
inversavbildning.
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2.2.4 Sammensetninger av funksjoner

Avbildningene f og g er gitt ved f: A — B, og g : B — C. Omréadet til f er domenet til
g. En sammensatt funksjon er en avbildning som gar fra A til C gitt ved go f : A — C.

gof=g(f(x)):
(go f(x)) = g(f(x))

for alle x € A.
Avbildningen (g o f)(z) er en undermengde av A x C, og kan skrives med gamma:

Ligop) = {(2,2) € A x C| det eksisterer en y € B med (z,y) € I'y og (y,2) € 'y}
Hvis f~': B — Asavil f~1o f: A —, veere identitetsfunksjonen id 4
Dette er ikke kommutativt s go f £ fog

2.2.5 Inversbilder av undermengder

I avbildningen f : A — B har hver undermengde T C B et inversbilde, f~*(T) C A gitt
ved:

f7UT) = {z € Alf(x) € T}

der f tar z-verdier fra A.
Hvis man tar T til f~! sa far man avbildningen

71 P(B) — P(A)
T— f7HT)

Denne notasjonen kan ogsé brukes selv om det ikke er snakk om en bijektiv funksjon. Men
nar den faktisk er bijektiv s& er likheten i mengden gitt ved

{zeAlf(x)eTt={f"y) € AlyeT}
Hvis S CT C B, sa er
f7HS) C fU(T)
Hvis S,T C B, sa er

FFHSUT) = fPHS) U I
FFHSNT) = f7HS) N f~H(T)
fFUS=T) = f7H(9) - F71(D)

2.3 Endelige mengder
2.3.1 Kardinalitet

For hver n € N kalles {1,2,...,n} en seksjon.
Lemma 1 Huvis det finnes en injektiv funksjon

Fo{L,2, . m) = {1,2,...,n}
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sierm<n

Eksempel 7 A ={1,2,3}, B=1{1,2,3,4}

A—B

xeA f(x)eB

fraxw f(x) der f(z) ==

f(A)=(1,2,3) € B.

Alle elementene i B blir ikke truffet, da B har flere elementer enn A, og stgrre kardinalitet.
Med andre ord ma m < n.

Hvis m er stgrre enn n, sa finnes det ingen injektiv funksjon, og korollaret fglger:

Korollar
Det finnes ingen injektiv funksjon f:{1,2,....m} = {1,2,..n} hvism >n

Proposisjon 1 Hvis det fins en f: {1,2,....,m} = {1,2,...,n}, da er n = m.
Hvis m # n, s fins det ingen bijektiv funksjon.

Kardinalitet har fglgende definisjon:

Definisjon 1 En mengde A er endelig hvis det eksisterer en bijektiv funksjon f : A —
{1,2,...,n} forn <0. Da har A kardinalitet n.

Eksempel 8 Den tomme mengden vil veere en endelig mengde med kardinalitet 0. Hvis det
er en mengde med kun ett element sa blir kardinaliteten 1.

2.4 Kontinuitet

Kontinuitet har fplgende definisjon: (encyclopediaomath, 2011)[9]:

Definisjon 2 f er en reell funksjon definert pa E C R slik at f: E — R. f er kontinuerlig
i punktet xo € E hvis det for hver € > 0 eksisterer en & > 0 slik at det for alle x € E med
|z — zo| < 0 gir en ulikhet

[f (@) = flzo)| <€

Det er flere mater & se at en funksjon er kontinuerlig pa. For eksempel sa kan man ha sjekk
ved & ta grenseverdi:

Eksempel 9

2249, <2

f(x):{x+1, x <2

Ved a sjekke grensen for punktet =2 skal de for begge begrepene fa samme verdi i kodomenet.
Da ma man ta grenseverdi tilnermet fra negativ og positiv side for t=2:

hmx—>2+ fl(aj) = lirnac—>2Jr —z? +9= _(22) +9=5
hmx—>2* f2($) = hmx—)Q* fg(x)ﬂ? +1=2 + 1=3
= fi(z) # fa(x)
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Grenseverdi gir to forskjellige grenser, og man kan dermed konkludere med at f(z) er diskon-
tinuerlig.

En annen madate a sjekke dette pa er topologisk sett. Huvis det finnes en kontinuerlig av-
bildning i form av mengder, si mad en funksjon gi en avbildning, og hvert punkt vil gi en
inversavbildning.

Eksempel 10 La intervallene X = [0,1] og Y = [a,b], slik at a < b og homeomorfien er
gitt ved

[0,1] = [a, ]
Funksjonen utledes ved G ta utgangspunkt i:

£(0) = a1 = a og w1 =0
F(1) =b,yo = b og my =1

og formel for stigningstall

c= Y¥2=U1 _ b—a

T2—T1 1

Som wvidere substitueres inn 1 ettpunktsformelen:

y—y =(b-a)(r—m)
= y—y1 =br —ax
= f(x)=ab—2za+a= f(z)=x(b—a)+a

der inversen er
—1 __y—a
fH(z) = b—a

Siden a < b, sd er begge disse funksjonene kontinuerlige, og man kan si at avbildningen ogsd
er kontinuerlig. Man kan konkludere med at to intervall [a,b] og [c,d] er homeomorfe (som
blir definert i kapittel 4.2) for a < b og ¢ < d.

2.5 Projeksjoner

I eksempel [37] blir projeksjoner nevnt. I forbindelse med mangfoldigheter vil det forekomme
eksempler pa stereografiske projeksjoner. En projeksjon er en avbildning(snl, 2022)[I0] i
form av rette linjer i et plan. Man tar elementer fra en mengde og avbilder videre til en
undermengde. Et eksempel kan veere begrensningene til en mengde, som blir vist ved en
projeksjon. Denne linjen gar gjennom to punkt.

Ved introduksjon av mangfoldigheter av dimensjon 2 nevnes stereografiske projeksjoner i
form av et eksempel der man gar fra en sfeere som ligger i R3-planet, og far en undermengde
i R%Z-planet ved bruk av projeksjon. Dette kommer senere i kapittelet om mangfoldigheter

631
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Kapittel 3
Topologi

Med mindre noe annet er oppgitt i dette kapittelet, sa er referansen (Rognes, 2021, s.13-
15, s.55-59, 5.65-69)[7] og(Munkres, 2014)[g].

3.1 Apne mengder

En apen mengde i topologi kan tenkes som et punkt i en mengde, der man fortsatt er innen-
for mengden hvis man tar et punkt ved siden av. Man er ikke borti grensen av mengden,
og hele tiden innenfor samme mengde.

En topologi pa en mengde har definisjonen:

Definisjon 3 X er en mengde. En topologi pd mengden X er en samling T av undermengder
av X som kalles apne slik at:

1) Den tomme mengde, O og X er element i T

2) For hver undersamling {Uy, Uz, ...,Us} av T er unionen J,c;Ua @ T

3) For hver endelig undersamling {Uy,Us, ..., Uy} av T er snittet Uy NUsN...NU, ¢ T.

For mengden X, med U C X og U € T, er U apen hvis den tilfredsstiller:

1) @ og X er &pne.

2) Unionen av enhver samling av d4pne undermengder av X er ogséd &pen.

3) Snittet av enhver endelig samling av 4pne undermengder av X er ogsi apen.

En topologi p& en mengde X er en familie av apne mengder som kan skrives som 7 (x)C P(x)

3.2 Diskrete og trivielle topologier

Diskret og triviell topologi har fglgende definisjon:

Definisjon 4 En diskret topologi pé mengden X er topologien Ty;si. der alle undermengder
U er dpen i X. Vi far det topologiske rommet (X, Taisk)

Ettpunktsmengden x er inneholdt i X, {z} € X. Alle punkter y slik at « # y € X er separert.
Den diskrete topologien pa X bestar av distinkte, isolerte punkt, og har ingen interaksjoner
med andre punkt.
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Eksempel 11 [ den diskrete topologien vil potensmengden veere hele topologien.

Definisjon 5 En triviell topologi pi mengden X er topologien Ty der kun den tomme
mengden O og X er dpen. Den trivielle topologien er gitt ved: Teriy = {0, X}

Eksempel 12 X = {a,b,c} har en topologi :

T = {0.{a}. {c} {a.b}, {a,c}.X)

1) Det oppfyller det fgrste kravet om at X og @) er med i topologien.
2) Unionen av to undermengder i topologien skal gi en tredje mengde som ogsé er i topolo-

gien. (Se figur 6

3) Snittet av to undermengder i topologien skal gi en mengde som ogsd er med i topologien

(Se figur 6)3.2]

TeTop@) T34 fad e
) O ogXeT

1){Q}U{“}={Q eT {ayux = x er
{QB U{C} :ﬂc“a}elr {C}U{Q\b} =XeT
{afulen)efamer  fiyx -xer
{Q}U{Q‘C} = {C\\‘-}é/r {mb} U{a.(.} “XeT

B asn {S- e {3 ax={ceT
{ay n{axy={deT Ly nfadeT
{ay nlacy-lakeT  fawdnx =fadyeT
{q} n{ay-{akeT facy nxx ;{Q.Qefr

-beT X nieReT
feyniash-d e
{30 {acy-deT b -6

Figur 6

Eksempel 13 [ det topoligiske rommet X = {a,b,c} er folgende topologier ikke en topologi.
1) T ={{a},{c},{a,b},{a,c}} - dette er ikke en topologi da forste kravet om at X og O md
veere med.

2) T ={0,{a},{b}, X} - Ved d ta unionen av to elementer i T si skal man fd et element
som ogsG er i T. {a} U{b} = {a,b} er ikke med i topologien, og dette er dermed ikke en
topologi.

3) T ={0,{a,b},{a,c}, X} - Ved d ta snittet av enhver sammen sd skal jeg fa et resultat
som og er med i topologien. {a,b}N{a,c} = {a}, som ikke er med i topologien, og er dermed
ikke en topologi.

3.3 Grovere og finere topologi

To topologier pa samme mengde kan gi denne definisjonen:

Definisjon 6 La T og T’ veere to topologier pé mengden X. T er grovere enn T' huvis
T CT'. Med andre ord sé er hver dpne undermengde, U C X, i (X, T) ogsd dpen i (X, T")
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Definisjonene om diskret og triviell topologi gir lemmaet:

Lemma 2 Den trivielle topologien er grovere enn hvilken som helst annen topologi, og den
diskrete topologien er finere enn hvilken som helst annen topologi.

For & kunne vzere en topologi mé den inneholde X og @), noe den trivielle topologien gjgr, og
kun disse elementene. Den diskrete topologien ma ha alle sine undermengder apne, som vil
utgjgre alle elementer i en apen mengde. Den trivielle topologien vil bli en undermengde av
den diskrete topologien.

To topologiske rom X og Y, har en funksjon f: X — Y som er kontinuerlig hvis det finnes
en dpen mengde V C Y, slik at inversbildet f~1(V) apen i X. Tatt ut ifra definisjonen om
grovere og finere topologi, der 7 C T’ og T er grovere sé vil det ved f veere vanskeligere &
veere kontinuerlig i denne topologien (med hensyn til 7') ved funksjonen

£ X SR

T sies derfor & veere den sterkere topologien.

3.3.1 Kofinit topologi
Kofinit topologi har fglgende definisjon:

Definisjon 7 X er en mengde. Den kofinite topologien Tior er samlingen av undermengder
U C X, der komplementet X—U er endelig.

Komplementet av de endelige mengdene er apen.

En endelig mengde E C X vil ha U (fra definisjonen E[) uttrykt ved = X — E.X — U
er endelig, siden (X — U) = E, si blir komplementet
X-U=X-FE—X-U=X—-(X—-FE)=F— X—-U=E, som er den endelige
mengden.

Lemma 3 Samlingen Tiror er en topologi pd X.
() er en mengde pa topologien pa X. Komplementet av X, X, er X — X =

Eksempel 14 Komplementet til en undermengde i en topologi vil man gi en lukket mengde
da en lukket mengde er komplementet til en dpen mengde UC (definert i kapittel 3.8). Man
kan pa denne mdten vise at i en topologi, som har dpne undermengder, at de dpne under-
mengdene ogsd kan vere lukket.

Lukket = X - Apen, der Apen = komplement, sd hvis

Teof = {0,U1,Us, X} sd kan vi vise at U, = det som ikke er Uy i topologien, som er Us, og
Us il ifplge definisjonen om lukkethet veere lukket.
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3.4 Metriske rom

3.4.1 Den metriske topologien
Metrikk er definert slik:

Definisjon 8 En metrikk pd en mengde X er en funksjon d: X x X — R slik at :
1) d(z,y) >0 for alle x,y € X , og hvis x =y sd er d(z,y) = 0.

2) For alle z,y € X sd er d(z,y) = d(y,x)

3) For alle x,y,z € X sd er d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2).

Den siste kalles for triangelulikheten, der summen av to sider av en trekant ma veere
storre eller lik den tredje siden og kan vises ved denne framstillingen (Khan Academy
(youtube),(2012))[11]:

) X z
2 [YCIEALS d(j,»(\ PRICT)

A <dx9) +dly2)

o =\80°: g
A ) € Ay gD

Figur 7
En metrisk topologi (X, Tmet) har definisjonen:

Definisjon 9 Det metriske rommet (X,d) med den metriske topologien (X, Tmet) pa X er
samlingen undermengder U C X som tilfredsstiller kravet:

For hver x € U eksisterer det en € > 0 slik at Bg(z,e) C U .
der By kalles e-ballen rundt © € (X, d)
Ballen rundt = € (X, d) er definert ved:

Definisjon 10 Det metriske rommet (X, d) har et punkt x € X og positive tall, der e > 0
slik at

Ba(z,€) = {y € X|d(z,y) < e}

Det er greit & bemerke seg at samlingen av T,,.; er en topologi pa X.

3.5 Basis for en topologi

3.5.1 Topologien generert av basisen

Definisjon 11 En mengde X har en samling med undermengder, B, slik at B C X kalles
en basis hvis:

1) Det for hver x € X eksisterer en B € B med x € B.

2) Hvis By 0g By € B og x € By N By sd eksisterer det en B € B med x € B3 C B1 N Bo
Mengdene B er kalt for basismengder, som er basiser av B og dermed undermengder av X.
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Bex

xebc) xeBach xebyc B 002
Figur 8

Siden B er en samling undermengder vil det veere en undermengde av andre undermengder
slik at B C U. Hvis z er et element i en basis s& vil x € B C U. Hvis dette er en basis for
en topologi, 7, sa sier man at T er generert av basisen.

Vi har fglgende lemma:

Lemma 4 Samlingen av topologiene T generert av basiser B er en topologi pi X.
Eksempel 15 : (E-academy (youtube), 2017)[12]

X ={a,b,c,d}

T= {(Z)’ X{a}v {d}v {a’ d}v {b» 0}7 {av b, C}a {ba G d}}B = {{a}’ {d}v {bv C}}

Er det en basis?

Alle elementene som er i B er i T, dermed er alle medlemmene av basis en dpen mengde.
Huvis vi tar unionen av elementene i basisen sd far man {a} U{d}U{b,c} = {a,b,c,d} = X.
Siden unionen av basismengden utgjor hele X, sd er det en basis.

Proposisjon 2 La B vere en basis for topologien T pa X, sann at T blir generert av basisen
B:

1) Hver B € B er dpen i X. Hver union av elementene er ogsd dpen i X.

2) Hver dpen U C X er en dpen union av basiselementer.

3.5.2 Underbasiser
En samling av undermengder av X, kalt for S vil ved alle endelige snitt gi en basis B:
B=51N..NS,

Dette kalles underbasis fordi By N By € B. I en underbasis er alle endelige snitt med.
Underbasis har fglgende definisjon og lemma:

Definisjon 12 En underbasis for en topologi pié X er en samling S av undermengder pd
topologien, X, der unionen er lik X. Basisen B som hgrer til S er samlingen av B som er
bestiende av alle snitt av elementer i underbasisen.

B=5N52N--NSn
n>1

Lemma 5 S er en underbasis pa X. Den assosierte samlingen B er en basis for topologien.
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3.6 Produkttopologien pa XxY

Bygget pa avsnittet om kartesiske produkt, og far om en produkttopologi falgende definisjon:

Definisjon 13 X og Y er topologiske rom. En produkttoplogi pd disse er topologien som er
generert av basisen

B={Ux V| UerdpeniXogVeridipeniY}

der Ux VC X x Y, slik at U er dagpen over alle undermengder © X og V er dpen over alle
undermengder i Y.

Samlingen av alle disse basisene vil ogsa veere en basis for topologien X x Y. Vi har lemmaet:

Lemma 6 Samlingen B er en basis for en topologi pd X x Y.

X x Y i seg selv er en basis basert pa definisjonen for basis. Gitt en basis By og en basis
By slik at unionen ikke er det tomme rommet, slik at det ma eksistere et element i en tredje
basis som er undermengde i By N\ By. Den tredje basisen blir Bs. Samler man disse vil man
fortsatt fa alle undermengder pd mengdene X og Y, og man far dermed elementer som er
med i topologien og.

Produkttopologi har teoremet:

Teorem 1 X har en topologi som er generert av basisen, B og Y har en topologi som er
generert av basisen C. Da er samlingen

D={Bx C|BeBo CeC}
0gsa en basis for produkttopologien pa X x Y.

Bevis:

XCR,YCR

a,b € Xslik at a < b.

c,d €Y slik at ¢ < d.

[a,b] X [¢,d] C X xY former en rektangulaer basis:

Bosis: {O\.b \C\Q‘o}eﬂlﬂl{ud lc(d}eﬂlj

{awy<{cal e’ .
Bosis produlet bo?o\og\ E {(a\b\x(c,d\lmb.ccd} eR
)
A
Posis Pcod\.\kt
A A + .-_.EE‘I’_.
: W
X
< N e T -
: N (4
o
Figur 9

Side 21



Masteroppgave - LR-MFY5100 Var 2023

3.7 Underromstopologi

Anta at man har et topologisk rom X med topologien 7. Samlingen A C X.
Hvis man tar alle elementene til topologien 7 samme samlingen, A, si vil man fa en ny
topologi Ta. Definisjonen for undermengder sier:

Definisjon 14 La (X, T) vere et topologisk rom med A som undermengde, A C X. Sam-
lingen

Ta={ANU|U €T}

av undermengder av A er kalt for underromstopologien pa A|(A, Ta ) blir kalt for et underrom

av X.

Eksempel 16 FEnkelt forklart har man et topologisk rom X, med topologien T. Undermeng-
den A, og skal finne samlingen T4 som utgjor underromstopologien. Vi definererer folgende:
X ={a,b,c,d, e}

Ta = {X7 0, {a}7 {d}v {a, d}}

A = {a,c} Ved G bruke definisjonen for underromstopologien md man snitte A med hvert
element i topologien T

ANX =AAn0=0,An{a} ={a},ANn{d} =0,AN{a,d} = {a}.

Det alle disse har til felles er

Ta=A{0, A{a}}

3.8 Lukkede mengder og grenseprodukter

3.8.1 Tillukning og interigr

Tillukning og interigr er en fordypning péa lukkede og apne mengder. Kort fortalt er en apen
mengde en mengde der du kan ta et element, og sette en ball rundt med radius stgrre enn 7,
og punktene i denne ballen er i samme mengde. En lukket mengde vil veere komplementet.
Dette gjelder for undermengder ogsa.

En topologi innebaerer &pne undermengder, men det er ogsa lukket. Den diskrete topologien
er definert til & veere apen, men det kan ogsa veere lukket. Dette gir et eksempel:

Eksempel 17 [ den diskrete topologien Tg;sc pd X, sa er hver undermengde lukket. I den
trivielle topologien Tiriw er kun O og X lukket.

Dette motstrider tidligere definisjoner om at i en diskret topologi er hver undermengde dpen
og i en triviell topologi er kun @ og X dpen. Dette bevises slik :

Bevis:

X = {a,b}

Taise = P(x) = {0, X, {a}, {0}}

Definisjon lukket := X - apen

Lukket:= X - {a} = {b} = {b} er apen men ogsé lukket
X - {b} ={a} = {a} er apen men ogsé lukket.

Det man ma tenke pa her er at den trivielle topologien utgjor potensmengden, som er
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en samling apne undermengder i dette tilfellet. En lukket mengde er komplementet av det
som er apent. Ved & se pa komplementene av ethvert element i P(z) s& ser man pa hva
som ikke er det elementet. For eksempel, komplementet av elementet a, @ = de elementene
som ikke er a i P(z). Dette er {b} € P(x) . Siden komplementet av a er i P(x), sa blir det
definert som lukket, men ogsé apent siden det er det den diskrete topologiens definisjon sier.

Det samme gjelder for den trivielle topologien. I fglge definisjonen skal () og X vaere apne.
X—X =0, som er lukket.
X—0 = X som er lukket.

Komplementet for den hele mengden X er det er elementet i P(X) som ikke er X—(. Kom-
plementet av () er hele X. Disse elementene er lukket men &pen.

Tillukning og interigr har fglgende definisjon:

Definisjon 15 X er et topologisk rom med undermengde A, A C X. Tillukningen C1A = A
av A er snittet av alle lukkede undermengder av X som inneholder A. Interigret IntA av A
er unionen av alle apne undermengder av X som inneholder A. Tillukningen av A kan ogsd
skrives som A.

I en sfzere A, der tillukningen er selve randen til sirkelen og det inni, mens interigret er
sirkelen og ikke randen.

Litt lenger ned i overskriftene om grensepunkt, vil man se at A = AU A’, der A’ er
grensepunktene for undermengden.

Lemma 7 .

1) Tillukningen CIA er en lukket undermengde av X.
2) AC CIA CIA

3) Hvis A C K C X med K lukket, sd er CIA C K.

Lemma 8 .
1) Interigret Int A er en dpen undermengde av X.
2) IntAC A
3) Hvis U C A C X, med U dpen sd er U C Int A

Eksempel 18 X = R
A =1la,b),a<b

ClA = [a,b]

IntA = (a,b)

% >R

b

P e

Figur 10

Siden tillukningen er snittet av alle lukkede undermengder av X, som inneholder A, sd wvil
en tillukning for A se slik ut, altsd fra og med a til og med b. Interigret for dette intervallet
vil veere det som ikke er randen, eller selve grensene, sd her ville det veert (a,b).
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Det opprinnelige intervallet er det som er markert i blatt, og tillukningen er markert i rgdt.

Eksempel 19 For et topologisk rom X med den diskrete topologien, da ogsd potensmengden
P(X)} Taisk = P(X)

For X har vi undermengden A. Siden det er en diskret topologi er alle undermengder dpen,
og A har dermed kun dpne undermengder. Disse er ogsd lukket (fra eksempelfm diskret
og triviell topologi).

Siden dette er tilfellet vil IntA = CIA = A.

Eksempel 20 Sierpinksi topologien:

X = {a,b}

To =1{0,{a,b}, X}, altsd b er lukket.

Tillukningen for X vil vere CI{b} = {b}, og tillukningen for A vil vere Cl{a} = X.

b er et punkt inni X som ikke har noen omegn, og er dermed et lukket punkt uten tillukninger.
For punktet a kan det ha omegn sa stor som hele X.

3.8.2 Omegner

En apen omegn er gitt med denne definisjonen:

Definisjon 16 I et topologisk rom, X med undermengde U C X, med et punkt x € X, sd
er U omegn til x hvis x € U og U er apent.

Teorem 2 La A veere en undermengde av et topologisk rom X. Et punkt x € X ligger i
tillukningen A hvis og bare hvis A mgter hver dpen mengde U i X som inneholder punktet
x.

z € A hvis og bare hvis A mgter U for hver omegn U av x.

Hvis A er i X, sa er komplementet til A, A = X—A. Hvis z € Int(X—A), ligger x € A,
der det kan eksistere en omegn U rundt z. Med andre ord er z € U C X — A. Hvis z €
X—Int(X - A), sa ligger z € A, som vil si hele A og dens rand. U C AY, og hvis A hadde
veert alle A&pne mengder i A og ikke dens rand, s& ville AN U # (. Hadde disse to veert
tilfelle hadde vi hatt en pastand som sier at for hver dpen U om x, med x € U, sd har vi en
ANU # (). Da matte x ha veert i tillukningen til A, og det skjer hvis og bare hvis omegnen
x € U mgter A.

3.8.3 Grensepunkter

Definisjon 17 La A vere en undermengde av det topologiske rom X. Et punkt v € X er
et grensepunkt til A hvis omegnen U rundt x inneholder noen andre punkt i A enn x. Altsa
hvis x tilhgrer tillukningen av A — {z}

Grensepunktene blir skrevet som A’ hvis det skal gjgres en forskjell pa dette, og vi far
teoremet:

Teorem 3 La A vere en undermengde av et topologisk rom X, med tillukning A og mengden
grensepunkter A’. Da er

A=AUA
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Tatt utgangspunkt i at € A, sa gir det noen scenarioer:

eHvisz e A, sherz e AUA’

e Hvisz ¢ A, saer A— {z} = A, fordi {z} ikke eksisterer i A.

e Hvis z € A, s2 mé hver omegn U av x mgte A — {z}, og da ma {r} € A’ med andre ord.

Korollar En undermengde A av et topologisk rom er lukket hvis og bare hvis det inneholder
alle sine grensepunkter.

Hvis A=A, sier A= AU A’, ved substutusjon av A fra teorem

Bevis:
Hvis A innholder alle sine grensepunkter sa er det lukket.

3.8.4 Hausdorff rom

Et hausdorff-omrade er et separasjonsaksiom, der hausdorff rom har fglgende definisjon:

Definisjon 18 FEt topologisk rom X kalles et hausdorff rom hvis det for hvert par av punkter
x,y € X slik at x # y eksisterer dpne mengder UV C X slikatz € X,y €Y, og XNY = (.
Det eksisterer omegner U og V for x og y med det tomme rom, 0 til felles.

Lemma 9 Hvert metriske rom (X,d) er hausdorff.

Bevis:

Hvis z,y € X slik at & # y, s& er z og y distinkte og distansen

0 =d(z,y) > 0, s& er omegnen U = By(x,0d/2) og omegnen V = By(y,d/2).
Tar man snittet av disse, s& vil man fa det tomme rom: X N'Y = ()

Eksempel 21 En mengde X = {a,b} med den diskrete topologien. Diskret topologi har
at alle punkter er distinkte. a og b © X er derfor distinkte, og har sine omegner som ikke
nermer seg hverandre. Rommet X med den diskrete topologien er dermed et hausdorff rom.

Teorem 4 Huvis X er et hausdorff rom, sd konvergerer sekvensen, (1,)52, av punkter i X
mot maks ett punkt i X.

Lukkede punkt og grensepunkt i hausdorff rom

Teorem 5 Huver endelige undermengde A € X i et hausdorff rom er lukket.

A er i et hausdorff rom slik at punktene i A er distinkte. A bestar av en samling av single
elementer {z} som er lukket i X. Punktene z,y € X slik at z # y har omegnene U og V, slik
atzreUogyeVogUNV =0. Sidenxz € U = x ¢V, og siden {z} er lukket og inneholdt
iU, sder X —V en lukket mengde som inneholder {z}. Hele z, Cl{z} € X — V| som vil si
at y ¢ Cl{z}, som ikke inneholder noen andre punkt enn z, som dermed impliserer at {z}
er lukket og Cl{z} er lukket.

Teorem 6 A er en undermengde av X, A € X. Et punkt x € X er et grensepunkt hvis og
bare hvis hver omegn U av x mgter A i uendelig mange punkt.
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I tillegg til & mgte A i z vil U ogsa mgte A i andre punkt enn z. Ved samme argumentasjon
som ved definisjonen for grensepunkt (17} s& vil U mgte A - {z}. I dette tilfellet vil {x} € A’
Vi kan ogsé se for oss at vi har U N A som endelig, og ikke-tomt. Da vil U N (A — {z}) =
{z1,...,x,}, som er en mengde lukkede punkt. En ny undermengde

V=U-{z1,..,2n} =UN(X —{21,...,2,}) er apen. Hvis z € V er apent, vil det heller
ikke veere et grensepunkt.
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Kapittel 4

Kontinuerlige funksjoner og
homeomortfi

4.1 Kontinuerlige funksjoner

Et inversbilde er en avbildning uttrykt ved

f7UT) ={z € A|f(x) € T}
der f: A— B,slikatz€ A, ogT C B.

har i sammenheng med kontinuitet denne definisjonen:

Definisjon 19 X og Y er topologiske rom. En avbildning f : X — Y er kontinuerlig hvis
inversbildet:

FHV) ={z e X|fx) e V}
er apent for enhver dpen undermengde VC'Y

Lemmaet folger:

Lemma 10 La de topologiske rommene vere X, Y og Z. Hvis f: X — Y og g: Y — Z er
kontinuerlige, sa er den sammensatte funksjonen go f : X — Z ogsa kontinuerlig

4.1.1 Punktvis kontinuitet

Teorem 7 X og Y er topologiske rom med funksjonen f: X—Y. f er kontinuerlig hvis og
bare hvis det for hver € X eksisterer en omegn av f(z), f(x) € V, og en omegn av z,x € U
slik at f(U) C V.

Definisjon 20 f er kontinuerlig for x hvis det eksisterer en omegn V slik at f(x) €V som

har et tilhorende omegn U slik at x €U, slik at f(U) CV. Med andre ord er f:X—Y er
kontinuerlig hvis og bare hvis den er kontinuerlig for hver x €X.

27



Masteroppgave - LR-MFY5100 Var 2023

4.1.2 Kontinuitet med tanke pa lukkede mengder og tillukning

Teorem 8 La X og Y vere topologiske rom, med f : X — Y som en funksjon. Da finnes
folgende ekvivalenser:

1)f er kontinuerlig -

2) For hver undermengde A C X har vi f(A) = f(A)

3) For hver lukket L i Y sd er inversbildet f=1(x) lukket i X

4.2 Homeomorfi og topologisk ekvivalens

Homeomorfi gir definisjonen:

Definisjon 21 En bijektiv funksjon f:X—Y mellom to topologiske rom der bide f og f~!
er kontinuerlig kalles for en homeomorfi. Hvis det eksisterer en homeomorfi f : X — Y sa
sier vi at X og Y er homeomorfe rom, eller topologisk ekvivalente uttrykt ved X =Y

Med homeomorfi far man et par regler og lemma & forholde seg til for & avgjgre hva som er
en homeomorfi og ikke.

Lemma 11 A veere homeomorf er en ekvivalensrelasjon pé hvilket som helst mengde av et
topologisk rom.:

1) For hvert rom X, sd er identitetfunksjonen: X — X gitt ved id(z) = x for alle x € X en
homeomorfi.

2) Hvis f: X — Y er en homeomorfi sd er den inversbildet f~1: Y — X ogsd en homeomorfi.
8 Huis f: X — Y og g: Y — Z er homeomorfier si er den sammensatte funksjonen g o f:X
— Z en homeomorfi.

Lemma 12 f: X — Y er en bijektiv funksjon mellom to topologiske rom. Da er folgende
ekvivalente:

1) f er en homeomorfi

2)En mengde U C X er dpen i X hvis og bare hvis bildet f(Y) CY er dpen i Y.

3)En mengde V .CY er dpen i Y hvis og bare hvis inversbildet {1 (V) C X er dpent i X.

Eksempel 22 La de topologiske rommene vere X : [0,1] og Y = [a,b] slik at a<b. Begge
to har underromstopologi fra R.

La f(x) veere definert ved f(x) : a(l — ) 4+ bz med inversavbildningen

Y (y) = =2 for a < b, slik at a#b. For at dette skal kunne veere en homeomorfi md kravene
i forrige lemma oppfylles. Siden a#b finnes det ingen verdi for a som gjor at f~*(y) blir
diskontinuerlig. Det er heller ingen verdi med mellom 0 og 1 som gjor at funksjonen f(z)
blir diskontinuerlig. f er en homeomorfi siden bildet f(Y) er dpen i Y og inversbildet f~*(V)
er dapen i X.

4.3 Sammenheng og kompakthet

4.3.1 Sammenhengende rom

Definisjon 22 La C og D vere topologiske rom, der C N D = (. Den disjunkte unionen,
C U D har inklusjonene:
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ic: C— CuUD
ip: D—>CUD

En disjunkt topologi pa C' U D er samlingen av undermengder W C CU D slik at W NC' er
dpen i C og W N D er dpen i D.

Bemerkning:
Den disjunkte union C LI D blir koproduktet av de to rommene C og D.

Et rom X er homeomorf til en disjunkt union pé en triviell mate C' U D hvis C' = ) eller
D = (. Hvis X er homeomorf til C'LID p4 en ikke-triviell méte, s er bade C og D ikke-tom,
C # 0 og D # ). Det fglger at X er ikke-sammenhengende.

4.3.2 Separasjoner

Definisjon 23 FEn separasjon pa et topologisk rom X er et par disjunkte, dpne undermengder
U,V € X, slik at unionen U UV =X og snittet UNV # 0. X er sammehengende hvis det
ikke finnes en separasjon av X.

Lemma 13 FEt rom X er sammenhengende hvis og bare hvis de eneste undermengdene av
X som er dpen og lukket er X og ().

Tatt fra bemerkningen litt opp ser vi da at dette gjelder for underrommene C' og D ogsa.

Lemma 14 Hvis U og V er en separasjon av X, sd er X homeomorf til den disjunkte
unionen av undermengdene U og V, X 2 U UV.

Lemma 15 Hvis C,D € X slik at C,D #( og CUD = X, sd er C og D en separasjon av
X.

I og med at CN D = (), s& vil de to undermengdene av X ikke dele noen grensepunkter med
hverandre.

Eksempel 23 Det topologiske rommet er gitt ved X = [—1,0) U (0, 1] slik at X C R. Dette
er ikke en sammenhengende vei. Punktet x = 0 for x € X er ikke definert i X og dermed
et lukket punkt som ma skille noe. De to mengdene U,V € X kan utgjore rommet X slik at
[-1,0) €U og (0,1] € V.

Det er vesentlig & fa med seg at det kan finnes en sammenhengende undermengde, men da
ma A veere i en av de to mengdene som er i X slik at A€ U C Xeller AeV C X.

Hvis undermengdene har minst ett punkt til felles, s& vil unionen av undermengdene veere
sammehengende.

Lemma 16 Huvis U og V er en separasjon pi X og A er en sammenhengende undermengde,
sa er enten A€ U eller AeV.

Definisjon 24 Unionen av en samling undermengder av X som har et punkt til felles vil
kalles sammenhengende.

Et sammenhengende rom ikke har en separasjon. Det vil si at alle punkt i mengden U er
definerte, og mengden er kontinuerlig.

Teorem 9 Det kontinuerlige bildet av et sammenhengende rom er sammenhengende.
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4.3.3 Sammenhengende rom pa reelle linje
En konveks undermengde har definisjonen:

Definisjon 25 FEn undermengde C' C R er konveks hvis to punkter a<b i C slik at det
lukkede intervallet [a,b] er en undermengde av C.

Punktene a og b er hele intervallet mellom a og b inneholdt i mengden C. Definisjonen for
begrepet stjernelik som er lenger ned i avhandlingen (6.2)), bygger pa denne definisjonen.

Eksempel 24 Punktene a,b er inneholdt i R, a,b € R, og har fslgende konvekse under-
mengder:
®a (_007 b]a (_007 b)a [aa OO), (a7 00)7 (CL, b)7 [a7 b]v (a7 b]7 [a7 b)

R har ingen ende, hverken i positiv eller negativ retning, sd undermengdene kan bli de-
finert etter eget gnske, da det ikke er gitt noen begrensninger.

Eksempel 25 I R har vi intervallet [a,b] € C slik at C C R. Fglgende undermengder er
konvekse: 0, [a,b], (a,b], [a,b), (a,b).

K ] >

Figur 11

Bla farge indikerer [a,b], rod farge indikerer (a,b], grd farge indikerer (a,b) og gronn farge
indikerer [a,b)

Det er ikke noen punkt i de forskjellige intervallene som skiller undermengden C. Det gir
teoremet:

Teorem 10 Hwver konveks undermengde C' C R er sammenhengende.

Teorem 11 Rolles teorem - Funksjonen f: X — R er en kontinuerlig avbildning, og X
er et sammenhengende rom. Hvis a,b € X, er to punkter og r € R ligger mellom f(a) og
f(b) sd eksisterer det et punkt c € X slik at f(c) = r

Bevis:

Den reelle linjen blir uttrykt ved R—{r}. Avbildningen f(X) for punktene a,b € X vil veere
undermengde av R—{r}, f(X) C R—{r} = (oo, r)U(r,00). Davil f~}(R) C X. Punktet r er
i midten av disse intervallene, og er ikke med i definisjonsmengden. Undermengdene U,V €
X mé& danne hvert sitt intervall, U,V € X slik at U = f~1((—o0,7)) og V = f~1((r,00)).
Begge disse er apne.

X—®R

ﬂz/ = {f} p ¢ FW >'\ [Y&%) 0;1 ,m/

-0 C

UyeX, fCny =m0y 4= (T(e-mr\=
V) =40, 0y > F(Gr, o)V

Figur 12
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Veisammenhengende rom

Definisjon 26 f: R — X. z,y € X, og [a,b] € R. Punktene x,y € X har en vei fra x til
y gitt ved avbildningen f : [a,b] — X der f(a) =z og f(b) = y.

Som leder til lemmaet:
Lemma 17 FEt veisammenhengende rom er sammenhengende.

Bevis:

Hvis rommet X ikke var sammenhengende sa ville det veert separert slik at omegnene
UV € X der z € U og y €V. Avbildningen tar elementene a,b € R og lager bilde i X,
slik at:

f :]a,b] = X. Davil f(a) = x og f(b) = y. Rommet er separert si det ville eksistert
et punkt i intervallet f~!(z,y), noe det ikke gjor da f~!(x,y) = [a,b] et sammenhengende
intervall.

Inversbildet og bildet kontinuerlig. Det gir et nytt lemma:

Lemma 18 Bildet av et veisammehengende rom under en kontinuerlig avbildning er sam-
menhengende.

Bevis:

Fra forrige bevis er funksjonen f gitt ved. f: R — X. En ny avbildning, g : X — Y, slik at
g9(f(la,b])) = g o f. Samme begrunnelse som forrige bevis gir et sammenhengende intervall
uttrykt ved f=(Y), og lemmaet fglger.

Eksempel 26 En konveks mengde har alle sine punkter innenfor en undermengde U, og
man vil ved alle elementene i U ved avbildning til et annet rom fa en bijeksjon. Alle konvekse
undermengder er dermed veisammenhengende.

4.3.4 Kompakte rom

Kompakte rom kommer inn pé& begrepet overdekninger (som ogsa dukker opp i delkapittelet

atla.

Definisjon 27 En samling av undermengder C = {Uy} C X dekker hele X slik at unionen
av elementene for C er lik X. C kalles en dpen overdekning av X.

Hvis disse overdekningene er endelige, slik at man kan telle antall overdekninger pa rommet
X, sé& sier man at rommet er kompakt.

Definisjon 28 FEt rom X er kompakt hvis det for hver dpne overdekning C av X eksisterer
en endelig undersamling F = {Uaa, ..., Uan} som ogsd dekker X. Med andre ord er X kompakt
hvis hver dpne overdekning inneholder et endelig antall underoverdekninger.

For at et rom skal sies & veere kompakt ma den inkludere sine endepunkter, og den kan ikke
ha noen punkter som er en "punktering" for rommet og dens definisjon.

Eksempel 27 Den reelle linjen R er ikke kompakt siden denne gdar fra (-oo , 0o). Uende-
ligheten er ikke definert, og dermed ikke en del av definisjonsmengden.

Hadde disse derimot veert definert, og sagt at skulle veere en del av mengden, sd hadde den
reelle linjen veert kompakt.
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Eksempel 28 Hvert lukket interval [a,b] € R er kompakt

For undermengder av et kompakt rom fglger definisjonen:

Definisjon 29 Hvis A er en undermengde av X, sd finnes den en samling D € X av
undermengder som dekker A. Union av elementene i D inneholder A.

Lemma 19 A er en undermengde av X, A C X. A er kompakt hvis og bare hvis hver
overdekning av A, som er dpne undermengder i X, inneholder en endelig undersamling som
er inneholdt i A.

Bevis:

Den kompakte undermengden A C X trenger per definisjon en overdekning D for A som
bestar av apne undermengder i X. D = {U,}.

For & begrense denne til kun overdekning for A far man (fra definisjon @) C={AnU,},
som er en endelig, apen overdekning. Den vil per definisjon ha en undersamling F' =
{ANUaaN.-NANUqan}

Hausdorff rom og kompakte undermengder
Hausdorff rom og kompakte undermengder gir folgende:
Teorem 12 Hver lukkede undermengde av et kompakt rom er kompakt.

Bevis:

A er en lukket undermengde i det kompakte rom, A € X. Elementene i A fremstilles ved
D = {U,} som er overdekninger av A, dpne i X. Komplementet av dette X—A vil utgjgre
apne elementer, siden A er lukket. X har en apen overdekning C = DU{X — A}.C C X har
en endelig undersamling F € C, med elementene F = {Ua1, ..., Ugn, X — A} {Ua1,..os Uan }
er de apne overdekningene i A.

D far en ny undersamling G = {Ua1, ..., Uan}, som ogsé dekker A.A er dermed endelig og
kompakt.

Teorem 13 Hver kompakte undermengde av et hausdorff rom er lukket.

Bevis:

I et hausdorff rom X ma to punkter p,q € X med omegn U,V € X slik at p € U,q € V og
UNV =0. Hvisqe A CV, der A € X er kompakt, sd er p € X — A. I dette tilfellet er
A = A, lik sin egen tillukning.

A inneholder apne overdekninger: {V,|q € A}, for alle punkter ¢ € A. A = A:

A C U ea Vg, der Vg er en endelig undersamling med elementene {V1, ..., Vg, } som dekker
A. Punktet p €U er samlingen av alle omegn U gitt ved U={Upu, ..., Upy } slik at
U={UpU..UUp}. UNV =0 = UnA=0, blir den kompakte undermengden A = A
endelig, og dermed lukket.

Det gir fglgende lemma:

Lemma 20 Huvis X er et hausdorff rom, med kompakt undermengde A C X slik at p €
X — A, sa eksisterer omegnene U,V € X slik atpe U og ACV.

Eksempel 29 Fra eksempel[27] er den reelle linjen ikke kompakt da den ikke inneholder sine
endepunkter. Det samme gjelder for intervallene (a,bl, [a,b) og (a,b), da deres endepunkter
heller ikke er med i intervallet.
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Fra lemmdIg| folger et teorem for kompakte hausdorff rom:
Teorem 14 Den kontinuerlige avbildningen av et kompakt rom er kompakt.

Bevis:

Det kompakte rommet X har den kontinuerlige funksjonen f : X — Y. f(X) € Y vil
veere et kompakt underrom av Y. Undermengden C' C Y = {U,} dekker f(X) med apne
undermengder i Y. C har en undersamling F = {Uq,, ..., Uan}, F € C.

Alle element i X gir en avbildning f(X) € Y, og da vil det for alle elementer i f(X) € YV
gi en avbildning i X, som dekker X: {f~1(U,)} med elementene {f~1(Ua1), .., [~ (Uan)}-
Overdekningen er endelig, og den kontinuerlige avbildningen er kompakt.

Eksempel 30 Selv om den kontinuerlige avbildningen av et kompakt rom er kompakt,
trenger ikke inversbilde & veere kompakt. Ved R — {0} har vi en avbildning, der R ikke
er kompakt, men {0} er et kompakt rom.

Lokal kompakthet

Begrepene lokal euklidsk og kompakthet forekommer i kapittelet om mangfoldigheter.

Teorem 15 Et rom X er lokalt kompakt for x hvis det finnes et kompakt underrom C av X
med omegn V av z slik at

reVclcX

Huis den er lokalt kompakt for hvert av punktene, s er rommet X lokalt kompakt.

Eksempel 31 Hvert kompakte rom er lokalt kompakt.
Huis et rom er kompakt sd kan det deles © mindre underrom, som igjen kan deles i under-
mengder, som igjen kan deles i omegn for et punkt som gar igjen i alle delingene.

Eksempel 32 Et lokalt kompakt rom trenger ikke ngdvendigvis veere kompakt.
For den reelle linja R, som ikke er et kompakt rom har vi for hvert punkt x € R en under-
mengde C = [x — 1,z + 1], som igjen har et omegn V = (z — 1,2 + 1).

reVCcCCR

Eksempel 33 Det samme gjelder det Euklidske n-rommet R™. For hver (z1,...,x,) € R
finnes det et underrom

C=lr1—1Lz1+1] X ... x [z, — 1,2, + 1]
med omegn

V=(x1—Laz1+1) x..x(@x,— 1,2, +1)
hausdorff fglger proposisjonen:

Proposisjon 3 La X C Y were et underrom av et kompakt hausdorff rom, slik at Y — X
imneholder kun ett punkt. Da er X lokalt kompakt.

Bevis:

Rommet Y er kompakt og hausdorff fglger at rommet X er kompakt og hausdorff. De apne
omegnene U,V har punktene x € U C X ogy € V C Y og UNV = . Underrommet
C =Y — V sier at U er lukket. Punktet x € U gir at U er lokalt kompakt, og
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reUcCCcX

Korollar - La X veere et lokalt kompakt hausdorff rom. Hvis A € X er et apent eller lukket
underrom, s er A lokalt kompakt.

Bevis:
Hvis A er apen i X, finnes det en € A med en omegn V slik at « € V. Denne omegnen

har en tillukning, V', som er kompakt, og inneholdt i A.
reCCAcCX
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Kapittel 5

Mangfoldighet

5.1 Chart, atlas og overgangsavbildning

I matematikken er chart fremstilt i flere forskjellige former og det brukes for & kunne mod-
ellere noe matematisk. I mangfoldigheter vil systemet veere et koordinatsystem med en
parametrisering av den gjeldende mengden, gitt ved M. Koordinatsystemet skal uttrykke
de sma punktene pa en liten omegn pa en mangfoldighet M |(Rowland, Todd., (u.4.))[13].
Det gir:

zeUCM

der koordinatsystemet uttrykker alle € U som er en undermengde av mangfoldigheten M.
Mangfoldigheten trenger en homeomorfi, ¢, uttrykt ved:

U=V,
slik at U er apen i M og V er apen i R", med n—dimensjon av mangfoldigheten.

R er i dette tilfellet det euklidske rommet som avbildningen treffer, altsd kodomenet. ¢ er
en homeomorfi, sa avbildningen ma veere en bijeksjon.

To omegner U; og U har homeomorfiene ¢, og ¢s, slik at overgangsavbildningen er de-
finert ved ¢ o ¢1_1 Dette er vist i figur 13.

Flere kart/koordinatsystem og homeomorfier vil gi et altas (Rowland, Todd., (u.a.))[I4].
Et atlas er en samling av kontinuerlige koordinatsystemer p& en mangfoldighet. Det vil si
at overgangsfunksjonene er glatte. Atlas korresponderer til en samling av avbildninger, der
hver avbildning viser en del av en mangfoldighet. Delene vil se ut som et flatt euklidisk
rom.

Definisjonen for atlas er gitt ved:

Definisjon 30 FEt atlas pd en mengde M er en indeksert samling {Uy, dola € T},
pa systemer pa M slik at J,c; Uo = M

I fglge definisjonen til Antoni Kosinski (Kosinski, 1993, s.1)[15] blir atlas og koordinat-
system framstilt slik:
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Definisjon 31 La M wveere et topologisk rom. Et koordinatsystem i M inneholder en dpen
undermengde U C M og en homeomorfi ¢ fra U til en dpen undermengde pa det euklidske
rommet R™, ¢ : U — R™. C" er et atlas pi M og er en samling {Uq, ¢po} av koordinatsys-
temer slik at U dekker M. ¢4 o ¢2_1 er overgangsavbildningen for de gjeldende systemene.

r som en eksponent av C” forteller oss hvor mange ganger man kan derivere overgangsav-
bildningene, ogsa kalt r-kontinuerlige-glatte derivasjoner.

En annen definisjon:

Definisjon 32 Et n-dimensjonalt atlas pé M er samlingen av koordinatsystemer {Uy, da tacrt
slik at:

‘M er tildekket av {Uy }acr

- For hver o, B € I, sd er ¢o(Uy NUg) dpen i R™

- Avbildningen ¢ppyt @ da(Ua NUg) — ¢5(Us NUg) er C° med C invers.

Overgangsavbildningen pa et atlas far fram en begrensning ved sammenligning av to eller
flere systemer, siden et atlas gjerne bestar av flere systemer. Her er et eksempel:

Eksempel 34 Verden i seg selv er mengde, og alle kontinenter kan sees pd som atlas. Sam-
lingen av alle kontinenter som utgjor altsd verden. Disse kontinentene har undermengder,
som kan er land. Ved d finne begrensningen til Russland i Europa, som over Asia og FEuropa
sa kan man fa en overgangsavbildning mellom hver av systemene i atlaset og sammenligne
disse. Det blir seende slik ut:

Verden = V, vart rom
Atlas = {Europa, Afrika, Nord-Amerika, Sor-
Amerika, Antarktis, Australia}

I dette tilfellet er hver mengde i atlas et system. Begrensningen til Russland i Furopa
uttrykkes slik:

FEuropa C V', Europa som
undermengde av verden V
Russland N Europa = Nord-Russland

Begrensningen til Russland i Europa utgjor kun Nord-Russland. Snittet til Russland og
FEuropa gir en klar begrensning om hva som er hvor.

Man ser hvordan man kan ta i bruk en overgangsavbildning, og hva den er nyttig for.

En overgangsavbildning er sammenligningen mellom homeomorfiene i to separate, overlap-
pende systemer. Mangfoldigheter gir to separate, overlappende koordinatsystem (Row-
land,T., (u.d.))[I6]. Beskrivelsen av mengdene blir endret i hvert koordinat. Avbildningen
beskriver ogsa hvordan man kan ga fra et koordinatsystem « til et annet koordinatsystem
B. Hvordan man far denne overgangsfunksjonen/avbildningen, kan visualiseres:

Eksempel 35 La et atlas ga over mengden M, som inneberer forskjellige systemer. To av
disse systemene er Uy og Ug. Sammenligning av U, og Ug gir en avbildning fra det ene
systemet sammen med inversavbildningen til det andre systemet. Definisjon [32 folger og
overgangavbildningen wvil bli:

Tap = 050 05"
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Ved bruk av figur og illustrasjon ser det slik ut:

Neor
Y - 3
® R
Figur 13

Hvis ¢ er en homeomorfi sa ma alle punktene i domenet treffe alle punkt i kodomenet ved
avbildning. Dette er tilfellet i figur 13 .

En overgangsavbildning krever at systemene er overlappende, slik overgangsavbildningen
sammenligner homeomorfien i disse. Det trengs et krav om at U, NUg # () som er markert
med grgnn i figuren.

Enda et formal for overgangsavbildning er at man skal kunne ga fra et punkt i et koordi-
natsystem « til et annet punkt i et annet koordinatsystem g via en funksjon. Ved & ga fra
gronn merket i U, til gronn merket i Ug, ma man ta veien ved & forst ta ¢!, som gar fra

R™ — U, C M. For & komme videre til det grgnne merket i Ug ma man gé gjennom enda
en avbildning, ¢g, som gar fra Ug — R™. Ved illustrasjon ser det slik ut:

Hvts
.&L/{AC«‘(W“_§ eu@c‘ﬂb  der :u&nuiw
_ <R
0o 6\)&@1’[73‘ cp';h eﬁuod\\)\@)bﬂ o eb\\q,

Figur 14

Ved fgrste avbildning ma man sammenlignet med figur 13 ([5.1)), ta avbildningen som er ¢!,
og videre ta avbildningen ¢g. Dette er en sammensatt avbildning som kan skrives som:

ppody’t

Denne overgangsavbildningen kan skrives, som i definisjon da(UaNUg), der U,NUg #
0

Noen fa kommentarer til figur 13: Det er viktig & papeke at denne avbildningen skal vise
hvordan mangfoldigheten kan framstilles i form av R™, og ikke som to mengder inneholdt i
R™. Homeomorfien skal altsa for U, framstilles som: ¢ : Uy = ¢o(Us), der ¢o(U,) C R™.
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Figuren er en framstilling pa4 hvordan denne avbildningen skjer, og for & vise at bade U, og
Us havner i R", og at de to sammen er hele R", der overgangsavbildningen skjer ved snittet
av de to: Uy, NUg.

For atlas finnes tilfeller der to atlaser sies & veere kompatible. Kompatible atlas blir gitt
ved definisjonen:

Definisjon 33 To atlaser A = {U,,¢.} og atlas B = {U,,dp} er kompatible hvis unionen
av disse to ogsd er et atlas.

Begrepet maksimal atlas kan introduseres: (Kosinski, 1993, s.2)[15].

Definisjon 34 Et maksimalt altas C" pa M er ogsa kalt en C"-struktur, og det er unionen
av alle atlas som er kompatibel med seg selv.

Et atlas A = {U,, ¢} og atlas B = {Uy, ¢} er kompatible hvis AU B er et atlas. Da méa
enten A C B, eller B C A. I forste tilfellet ville ikke A veert et maksimalt atlas, og i det
andre tilfellet ville ikke B veert et maksimalt atlas.

Eksempel 36 A = {U,, ¢.}
B = {Uy, ¢} er kompatibel hvis AU B = {U., ¢.}. A er maksimalt hvis AU B = {U,, ¢ }-
Det vil si at alle element som er i B ogsd er i A, og B C A.

Fglgende proposisjon sier dette om en homeomorfi |(Hitchin,(2014), s.10)[20] :
Proposisjon 4 ¢, : U, = ¢o (U, ) er en homeomorfi

Bevis:
Definisjon [32] og fglgende fra kapittelet om chart:

reUCM

U, C M, med undermengden V C U,. Siden U, er dpener V apen. V =U,NV = ¢(V) =
#(Uy NV). ¢ er en homeomorfi, si ¢~ (V) er kontinuerlig.

W C ¢ er apent i kodomenet. Da ma ¢~ (W) C U, for at det skal veere en bijeksjon
dpen i M. Bruk av definisjon [32] gir:

bpda" : 0a(Ua NUg) = ¢3(Ua NUg)
¢H W) CUs = ¢p(¢7 ' (W)NUg) = by (W N dpa(Ua NUp)

at overgangsavbildningene er apen, og kontinuerlige.

5.1.1 Mangfoldighet

En mangfoldighet er et topologisk rom M som i sitt omrade ligner pa R™. Det blir enklere
& snakke om koordinatakser rundt M |(Planetmath,(2013))[I7]. Rundt hvert punkt i
rommet eksisterer en omegn som topologisk sett er en dpen enhetsball i R” (Rowland,
T., (u.d.))[I8]. M er en topologisk mangfoldighet av dimensjon n for hver x € M, med
en omegn U slik at € U, homeomorf til en apen mengde av R™. |(Encyclopedia of
mathematics, (2021))[I9]. Definisjonen for mangfoldighet er:
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Definisjon 35 En n-dimensjonal topologisk mangfoldighet, M er et andre tellbart (pd en-
gelsk: second countable), hausdorff rom som er lokalt homeomorf til Gpne undermengder av
R™.

For at et rom skal veere andre-tellbart sa mé det oppfylle denne definisjonen:

Definisjon 36 Et rom M har en tellbar basis hvis det er en tellbar samling B av under-
mengder pd M som er en basis for topologien pd X.
Huvis dette er tilfellet sa er M andre-tellbar |(Planetmath, (2013))[17].

Definisjonen tellbar kan vaere uendelig, men hvis man kan ta en homeomorfi fra mang-
foldigheten (noe man kan) slik at det havner i mengden med naturlige tall N, U € M — N €
R™. Et annet ord & beskrive tellbar er hvis kardinaliteten for mengden M ikke er hgyere
enn mengden naturlige tall, N.

I topologien er en mangfoldighet enten kompakt eller ikke-kompakt og sammenhengende eller
ikke-sammenhengende (definisjon for disse star i topologikapittelet ) (Rowland,T., (u.a.))[I8].
En mangfoldighet i generell tale s4 menes det en lukket mangfoldighet med grenser. Et ek-
sempel er en lukket enhetsball i R™, som er mangfoldighet med grensepunkter, der grensa
er enhetssfeeren.

Begrepet apen mangfoldighet, vil veere en ikke-kompakt mangfoldighet uten grenser.

Definisjon [33] og definisjon [34] nevner begrepent kompatibel. Siden atlasene er kom-
patible med en homeomorfi s& méa de veere glatte, eller deriverbare pa sine omrader. Siden
A og B er kompatible, s& kan man si at disse har en ekvivalensrelasjon (Hitchin,(2014),
s.9)[20], og dermed en differensiabel struktur p4 M som fplger definisjonen:

Definisjon 37 FEn differensiabel struktur pa M er en ekvivalensklasse av atlaser.
Dette gir nok en definisjon om mangfoldighet |(Hitchin,(2014), s.9)]20]

Definisjon 38 FEn n-dimensjonal, differensierbar mangfoldighet er et rom M som har en
deriverbar struktur

En mangfoldighet er bestaende av atlas, og for & bevise en mangfoldighet trenger man &
finne et atlas. Man kan bruke kun atlas til & vise at et rom er en mangfoldighet. (Her er det
greit G papeke at ikke alle topologiske rom er en mangfoldighet, men alle mangfoldigheter er
et topologisk rom).

Mangfoldigheten M kan vise at dens undergrupper U, der a € I, oppfyller kravene for
topologi:

M er en mangfoldighet. Kapittelet om charts sier at punktene x i en undermengde U C M
er uttrykt i en omegn, og ved homeomorfi. Undermengdene U,, er apent i M.

La V € M, hvis den for hvert element med homeomorfi, ¢, (U, NV) sé fins en dpen mengde
i R™ (Tatt fra kapittelet om chart). Figur 13 med homeomorfiene, viser at det finnes
en homeomorfi som gir en dpen mengde i R™. Definisjon [32] viser at V er &dpen i R™ hvis
den oppfyller kravene som er for en topologi (Som star i topologikapittelet).

Aller fgrst kan det veere greit & sjekke at krav 1 om at @ og M er &dpne stemmer. En
homeomortfi for alle x € U C M : ¢, er apen i R™. Det impliserer at alle x € U, er apen.
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Den tomme mengde: ¢(0)) = 0 er apen.

Mangfoldigheten M : ¢(M N U,) = U,, som er apen. Tredje kravet for topologi sier at
snittet av to mengder i topologien skal bli en mengde i topologien noe som er tilfellet, da
U, er en apen undermengde, og er med i topologien.

Krav 2 og krav 3 setter argumentasjonen slik:
Ved en homeomorfi, sa fins det for hver z € U, en avbildning ¢ som er i en apen under-
mengde i R™.

Hvis det finnes en apen undermengde V; C M, sa vil det ogsad finnes en homeomorfi
o = (ViNUy,), som er apen i R™. For & vise at V; er apen: V; er en samling av apne
mengder i M. ¢, er bijektiv i M. Unionen av alle elemententer i V = |JV;.V N U,
gir UVinU,) = VinU)N...N(Vi NU,) en samling av apne snitt. Homeomorfien
Do (UViNUy) = Upa(V; NU,), gir unionen av snittet til U, og V.

(Vi undermengdene til V' og snittet deres. ((|V; N U,) gir snittet til U, og (Vi
Homeomorfien ¢, ((\V; N U,) gir avbildningen til felleselementene slik at:
Do ViNUy) = Nepo(V; NU,) er snittet av alle homeomorfier i R™

For Noo(V; N U,) og Uds(V; NU,) har hgyresiden snitt og union av to apne mengder,
som kan tas pa homeomorfi pa, og dermed ogséa er en apen mengde i R". Krav 2 og krav 3
er oppfylt, og M er bevist et topologisk rom.

Siden avbildningen skal ga fra U, C M — R", sa er begrepet metrikk relevant, da det
er dette som gjerne blir framstilt i et koordinatsystem. En mangfoldighet mé derfor ha
disse kravene: |(Hitchin,(2014), s.10)[20](som for guring er nevnt i deﬁmsjon og defin-
isjon:

- Mangfoldighettopologien er hausdorff.

- I denne topologien har vi tellbare basiser av dpne mengder.

5.1.2 Grense - boundary

En apen mangfoldighet er en ikke-kompakt mangfoldighet uten grense, og en lukket mang-
foldighet mer en kompakt mangfoldighet med grense (Rowland,T., (u.4.))[1S].

Begrepet grense gar litt inn pa kompakthet. En mangfoldighet M er kompakt hvis at-
laset (Uy, o) har et endelig underatlas som ogsd dekker til hele M. Rommet stopper et
sted, siden undermengdene av U, dekker M

Et eksempel er en lukket enhetsball i R™. Dens radius er lik 1, og tillukningen er ran-
den. Randen vil forme en sfeere, med radius lik 1 - enhetssfeere. (Rowland,T., (u.d.))[I8].
Punktene pa mangfoldigheten p € M har en omegn med en homeomorfi ¢ til en apen ball i
R, slik at det er en grense/boundary. Grense og mangfoldighet med grense gir definisjonen
for mangfoldighet, men med en liten vri:
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Definisjon 39 FEn topologisk mangfoldighet M med grense er en andre tellbar hausdorff rom
som er lokal homeomorf til H*. Dens grense 0, er (n — 1) mangfoldigheten som inneberer
alle punkt avbildet til x, =0 av et kart, og dets interigr Int M er mengden med punkt som er
avbildet til x, > 0 ved et kart.

H™ kalles et halvrom, som er halvparten av rommet til R™ gitt ved positive x-verdier. Defin-
isjonen sier at noen av punktene er avbildet til z,, som impliserer at halvrommet, H” starter
ved z = 0. For to dimensjoner, R?, sa er H" begrenset til & veere 2 > 0, og —00 < y < 00.
Dens mengde uttrykkes ved: H" : {(z1, ..., z,) € R™|z,, > 0}

En annen definisjon er :

Definisjon 40 En n-dimensjonal mangfoldighet med grense er en mengde M med samling
undermengder U, og avbildningen

o :Us = H* = {(21,...,2,) € R"|z), > 0}

slik at

M =U,U,

“Pa 1 Us = 0a(Us) er en bijeksjon pd en dpen mengde av H" og ¢po(Us NUp) er dpen for
alle a, B

PsPa : 0a(Ua NUg) — ¢a(Uy NUg) er en restriksjon av en C*° avbildning fra en omegn av
¢a(UsNUg) C H" CR til R.

Grensen OM av M er definert ved :
OM = {z € M|¢(z) € {(21,...,2n-1,0) € R"}

der kartene strukturerer en (n — 1)-mangfoldighet pa M.

(n — 1)-mangfoldigheten og dens struktur kommer som fglge av at det fgrst og fremst finnes
et halvrom, men ogsa & finne en grense der man tar bort den ene dimensjonen, for & se hvor
punktet vil treffe aksen i ene tilfellet (Hitchin,(2014), s.64)]20].

Eksempel 37 1) Ved halvrommet, eller halvplanet H", sd er dens grense for x, = 0, der
H" er mangfoldigheten.
2) Ved enhetsballen S™ : {x € R slik at ||z|| < 1}, en mangfoldighet, som har grense S™~!

Definisjon 40| sier at grensen er en (n—1) -mangfoldighet som innebaerer punkt avbildet til
T, = 0 der interigret er mengden punkt som er avbildet til x,, > 0.

En enhetsball, som ved fgrste dimensjon har form som en enhetssirkel gitt ved formelen
22 + y? = 1 og radius 1 har i ferste dimensjon avdekket bade z og y-verdier som kan
indikere at en flat sirkel mé veere i dimensjon 2 for det euklidske rom.

Eksempel 38 En disk, 22 +y? < r? C R? med radius r har dens grense gitt ved kun randen:
2% +y? < r?. Ekskludering av nordpolen pa disken, (0,1), vil vi gi et linjestykke gitt ved
l=mxr CR. Randen er gitt ved en dimensjon lavere enn disken.

Vi tar et punkt (0,1), der vi tenker at vi trekker den ned til x-aksenC R, som da vil gé over
radiusen som er satt for disken, og disken vil da vere homeomorf med R.

22 +y?=r?~R
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Eksempel 39 Sylinderen I x S? er en 2-dimensjonal mangfoldighet der grensa er unionen
av to sirkler, og en union med to komponenter.

Det kan hjelpe G visualisere to like store sirkler der randen deres er radiusen, r. For en I-
dimensjonal mangfoldighet, sier forrige eksempel at har dimensjon to i det euklidske planet,
R2, og oppfattes som en flat overflate. I en 2-dimensjonal mangfoldighet vil en eventuell
sirkel bli til en kule, eller en sylinder. Dette skjer ved at vi har:

C1 : {x1,y1|2? + 92 = r} der r er randen.

Co : {xa,y2|23 +y3 = r} der r er randen.

C1 x Cy C R, og fra kapittelet om sammenhengende rom sier at unionen av to mengder
i et separert rom wvil bli et sammenhengede rom hvis snittet av de er ulikt det tomme rom.
Her vil C1y N Cy = {r}, grensepunktet for sirklene, og det vil bli et sammenhengende rom,

som former sylinderen. Huis intervallet for sylinderen er pa det reelle plan, I € R, sd er
R x R? = R3.
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Kapittel 6

Differensierbare mangfoldigheter

6.1 Deriverte av glatte funksjoner

En reell funksjon f(x1,. . ,x,), er differensierbar hvis den partiellderiverte av alle orden ek-
sisterer. Da er funksjonen kontinuerlig. Avbildningen er deriverbar hvis dens koordinat-
funksjoner er deriverbar. Hvis alle € U og alle f(x) € V er deriverbare, for f: U — V, sa
er avbildningen deriverbar og kontinuerlig. (Princeton University,(1958) s.2)[21].

Hvis det i dette tilfellet finnes en funksjon som har alle disse partiell differensierbare avbild-
ninger og er uendelig deriverbar, C*, si kalles funksjonen eller avbildningen glatt |(Weis-
stein,E.W., (u.4))[|22]. Dette folger av at domenet har et omrade der alle element er
definert, og at alle bilder i kodomenet gjennom en avbildning er definert. Det gjelder inter-
valler som [a, b] eller (a,b).

Ved derivasjon gar avbildningen som skal til for a gi et definert bilde i kodomenet til en
lavere dimensjon.

Eksempel 40 Derivasjon av f(t)=2x € R?, vil vi vere f'(x)=2, der 2 kun er pd tallinja,
altsé f'(x) € R:
f'(z) gis ved en funksjon f:R? — R

Dette gjelder for alle deriverte funksjoner, avbildningen i den 4pne undermengden A € R?, og
f: A — R viser dens verdi, eller kodomene f(z) = f(z1,...,x,) for alle x = (21, ..., 2,) € A.
(Boothby,(1975) s.21)[23]

Hvis avbildningen skal ha en definisjon s ma en apen undermengde U € R"™, og for hver
punkt a € U eksistere en partiell derivativ, (0f/02;)a, av f med hensyn pa x;. Tatt fra
definisjon om partiell derivasjon generelt, vil gi denne definisjonen:

(af/amj)a = limy, o f(al7~~aaj+h:~~7anh)+f(a1a~-~aja~~~,an)

For & fa denne definert s4 méa denne avbildningen for hvert punkt a € U for 1 < j < n fa en
grenseverdi, der n er antall funksjoner pa U. Hvis punktene er kontinuerlig for dette kravet
s er f kontinuerlig deriverbar pa U, og blir notert som f € C>(U)
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Det vil ogsa veere tilfeller med en funksjon som gar an & derivere, men som ikke er kontin-
uerlige i alle punkt:

Eksempel 41 f(z,y) = 7%z, for (0,0)

Er ikke definert i punktet (0,0), men gar an & derivere.

Det er ngdvendig med en mer utfyllende definisjon for differensierbar funksjon, tatt ut-
gangspunkt i den deriverte, eller partiell deriverte. Nar man deriverer finner man vekstfart
i et punkt gitt ved et stigningstall b. Denne vekstfarten kan ligge i et punkt i kartet,

(z,y) € R? for et todimensjonalt euklidsk plan. Vekstfarten som en tangent med stign-
ingstall b kan uttrykkes ved ettpunktsformelen:

y—y1 = b(x — x1), eller
f(x) = fla) = b(z —a)
der a er inneliggende i domenet eller z-verdien i (z,y). f(a) blir avbildningen og b er stign-

ingstallet.

Mer generelt er b et uttrykk for den partiell deriverte, som er med pa & gi det linezere
uttrykket (Boothby,(1975) s.21)[23]:

Z;L:l b(z' —a")
f(@) = fla) = 300, bi(a" —a')

=
f@) = fla) = 323 bi(a’ —a’) =0
Ettpunktsformelen med fokus pa a uttrykke stigningstall b vil gi:
f@)=f(a) _y

subtraksjon av b pa begge sider og innfgring av fellesnevner gir:

[@)—f(@-%7 ba=a) _

(z—a)

(z — a) er avstanden mellom x og a og uttrykkes som:

f@)=fla)=37  bi(a'—a’) _ 0
[lz—all
Siden tangenten ma eksistere for at en funksjon skal veere deriverbar og kontinuerlig, s& ma
det eksistere et punkt som f(z) tilnsermer seg, som i dette tilfellet er a. Et generelt uttrykk
for en kontinuerlig, deriverbar funksjon gis ved:
[@=f(@)=37 bi(@'=ah) _
a

lim,—, ol

Dette er en modellering av en grenseverdi der « gar mot a og f(z) gar mot f(a). I startver-
dien, z, vil f(x) veere definert ved:

f@) = fla)+ 31, bi(a* —a’)
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Det trengs en verdimengde som kan veere med pa & avgjore verdimengden til f(z) avhengig
av avstanden mellom z og a. For f(z) m& man addere selve avstanden for z-aksen, ||z — al|,
men ogsd multiplisere dette med hvert parvise (x,a) som eksisterer. Satt i en funksjon som
framstiller dette ved en omegn V med a € U vil gi:

fl@) = fa) + XL bi(@’ —a') + [lz — allr(z, a)
der r(z,a) slik at = er et punkt med radius a,
limg_,r(x,a) =0
Hvis disse kravene eller grenseverdien blir oppfylt sa er f er differensierbar for alle a € U

pa U.

Stigningstall b har fatt sitt uttrykk, b = g—fa og proposisjonen fglger:

z7

Proposisjon 5 Hvis df/0x1,...,0f/0x; er definert i en omegn av a og er kontinuerlig pé
a, sG er ogsa f differensierbar i a.

C®° (som er forklart i glatt mangfoldighet-kapittelet) gir en uendelig mange ganger deriver-
bar funksjon. Ved for eksempel C" sa vil funksjonen veere deriverbar r-antall ganger. I dette
tilfellet vil funksjonen veere deriverbar pa et lite avgrenset omréade for avbildningen til en
mangfoldighet.

Eksempel 42 For eksempel mellom et intervall (a,b) = {x € Rla < z < b} med
f:(a,b) = R™, og f(t) = {z1(t),...,zn(t)} der koordinatfunksjonene {x1(t),...,x,(t)} er
C" differensierbar.

Hvis f gir en differensierbar kurve med avbildning til U € R", kan man denne maéaten bli
introdusert for en sammensatt funksjon og den deriverte av dette:

Et eksempel pa dette kan veere:

For (a,b) € R, f:(a,b) > U € R"
med funksjonen g € R™ far vi
g o f, for verdiene i intervallet (a,b)

Den deriverte for dette vil forst veere en partiell differensiert av g, men ogséa dette multiplisert
med derivert av f, f'(z). Skrevet som (Boothby,(1975) s.23)[23]:

For a <ty < b, vilgo f:
9 )
(90 Py = X)) (1)t

Dette er kjerneregelen for deriverte av en sammensatt funksjon.
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6.2 Derivativ av en glatt avbildning og undermangfoldighet

I forrige kapittel var den deriverte for en avbildning gitt ved f : R™ — R.

En Jacobimatrise har deres elementer framstilt ved partiell deriverte %ﬁ 7:, der z € R™ og
f(x) € R™ ved avbildningen f : R™ — R™.Videre nar man gir fra den deriverte av en
funksjon til en avbildning vil man ha framstilt ved en Jacobimatrise. Alle disse partielt

deriverte kan framstilles i en Jacobi matrise (Boothby,(1975) s.26-s.28)[23]:
If(@) = 5k

Matrisen framstiller alle de partiell deriverte for en funksjon f pa punkt x € U. Forrige
delkapittel gir at en funksjon ikke ngdvendigvis er kontinuerlig selv om den er differensierbar,
men hvis f er i klasse C*° sa er den kontinuerlig. Avbildninger har fglgende definisjon::

Definisjon 41 En avbildning f: U — R™, for en dpen undermengde U € R"™, er differ-
ensierbar pa a € U hvis og bare hvis det eksisterer en m X n- matrise A av konstanter
eller funksjoner pa U, og en m-tuple R(z,a) = (r'(x,a),r2(x,a),...,r™(z,a)) av funksjoner
definert pa U slik at ||R(x,a)|| — 0 nér x — a, og for hver x € U er har man

f(x) = fa) + A(x — a) + ||z — al[R(z, a)
Hvis R(xz,a) og A eksisterer, sd er A unik og A er jacobimatrisen.

Begrepet stjernelik blir introdusert. Nar et domene, U, eller en undermengde er stjernelik
med respekt til et punkt a € U og det finnes et annet punkt x € U, sa danner det et
linjesegment | = @z der hele segmentet er inneholdt i U,l € U.

Videre bygging pa stjernelik gir fglgende teorem for differensierbare avbildninger:

Teorem 16 La a € U veere en dpen undermengde i R™ som er stjernelik med respekt til a,
og la F : U — R™ veere differensierbar pié U med |g—£;| <K,
1 <1i,5 <k for hvert punkt i U. Vi far folgende ulikhet for alle x € U:

1F(z) = Fa)l| < (nm)'? K[|z — al

Ved é bruke DF som jacobimatrisen, og DF(z) for et element i matrisen, der F er differen-
sierbar ved x, sa vil man fa:

F(z) = F(a)+ DF(a)(z — a) + ||z — a||R(z, a)

F er kontinuerlig differensierbar, C*° hvis og bare hvis DF(x) varierer kontinuerlig med z,

og x — DF(x) er en kontinuerlig avbildning av U pa rommet M (m,n) av m X n- matriser,
Rmn

Kjerneregel har en sammenheng til en sammensatt funksjon. Dette gjelder ogsa for avbild-
ninger, da en avbildning er styrt av funksjoner.

For U e R" og V € R™, der U og V er apne mengder og en funksjon F': U — V € R™. Da
vil F(z) € V for € U. For R™ har vi enda en avbildning, H : R™ — R?, og H vil da veere
H =GoF for x € U. H har flere koordinatfunksjoner som er derfinert ved :

hi(x) = ' (fX(x), ..., f(x)) = g' o F
1=1,..,p
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For sammensatt avbildning og kjerneregelen folger teoremet:

Teorem 17 La F,G,H vere som forklart ovenfor. F er differensierbar i a € U og G er
differensierbar i g = F(a). Da er H = G o F, differensierbar pé x = a som folger

DH(a) = DG(F(a)) - DF(a)

der - er en matrisemultiplikasjon. Hvis F er differensierbar i U og G er differensierbar i V
sd holder dette for hver a € U.

Ved de sammensatte funksjonene vil H = G(F(a)), og hvis de er differensierbare, sa det
eksistere en tangent i grensepunktet der x — a:
Ettpunktsformelen gir :

H(z) — H(a) = DG(F(a)) - DF(a) - (z — a) + ||z — a[[Rpu (2, a)
der H =G(F(a)),a € U.
G(F(z)) - G(F(a)) = DG(F(a)) - DF(a) - (z — a) + |l& — a|| R (F(z), F(a))

Korollaret folger:

Korollar:
Hvis F og G er av klasse C” (eller glatt) pd U og V, s er H = GoF av klasse C" (eller glatt)
pa U.

6.3 Glatte mangfoldigheter

Begrepet glatt gir at en mangfoldighet er differensierbar uendelig mange ganger, C*°.

Eksempel 43 f : z € U, — R" der f(z) = €** € R, med verdimengde,V; = (0,00).
Atlaset C> C M og dens kodomene f(z) er glatt i R, da f*(x) = 2n - €**. Funksjonens
invers har definisjonsmengde, Dy = (0,00) og er definert ved:

fix) = %, som ogsa er glatt. Siden f(x) = f~(z), sd er f en homeomorfi, og omrdidet
vi ser pa er en glatt mangfoldighet, ogsd kalt en differensierbar mangfoldighet med C>-
struktur.

Det er egentlig ikke ngdvendig & gi f(z) og f~!(x) en definisjon- og verdimengde her, siden
e er en positiv konstant og aldri vil bli 0 eller lavere for e®. In(y) er dens inversfunksjon og
vil aldri ha en avbildning for negative y eller for 0.

Glatte avbildninger

Avbildningen mellom euklidske rom gjor det mulig & avgjgre om en mangfoldighet er glatt
eller ikke. (John M. Lee,(2000) s.11)[24]

Definisjon 42 FEn diffeomorfisme F : M — N er en glatt avbildning med en glatt invers.

Det er ikke ngdvendigvis en avbildning mellom to mangfoldigheter (som blir presentert litt
lenger ned), men det kan ogsé veere en glatt avbildning som har en glatt inversavbildning
innenfor atlas.
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Undermengdene U C R™ og V C R™, har en avbildning F' : U — V, som er glatt
hvis funksjonen er uendelig deriverbar. Hvis F' er en homeomorfi, og har en inversav-
bildning, vil den vaere en diffeomorfisme. 1 dette tilfellet har vi ogsa en glatt mang-
foldighet.(Hitchin,(2014), s.21)[20].

Litt tilbake om begrepet og definisjonen for kompatibilitet, sammen med definisjon for
overgangsavbildning, s kan man si at kartene (Uy, @) 0og (Ugs, ¢g) er kompatible hvis
Uy, N Uz = 0 eller hvis overgangsavbildningen ¢g o ¢! er en diffeomorfisme. Hvis disse
kravene blir oppfylt, eller et av kravene blir oppfylt si sier man at kartene (Uy, ¢o) 0g
(Us, ¢g) er glatt kompatible. Dette oppfyller definisjon som sier at et atlas A er et mak-
simalt, glatt atlas. I mangfoldigheter, og videre glatte mangfoldigheter er det en selvfglge
at atlas er avgjorende for & definere hva en glatt avbildning er. Begrepene maksimal atlas,
begrepet glatt og kompatible atlas skal brukes videre for & definere en glatt struktur: (Lee,
2000, s.14)[24]

Glatte strukturer

Den deriverte av en mangfoldighet endres ikke ved homeomorfiavbildningen. En mang-
foldighet har et atlas med en homeomorf avbildning til det reelle plan. U,V € R™ er apne
og har en avbildning F' : U — V som er glatt hvis hver sammensatte funksjon har en kon-
tinuerlig partiell derivativ av alle orden.

Mangfoldigheten M med homeomorfien ¢ til det reelle plan, har notasjonen ¢ : U — V € R",
der definisjonen for at en mangfoldighet er glatt er gitt ved:
f: M — R er glatt hvis og bare hvis fo ¢~ : V — R er glatt.

En mangfoldighet M er et topologisk n-mangfoldighet med kartene (U, @), (Us, ¢g) og
de sammensatte funksjonene utgjor overgangsavbildningene. Disse kartene er glatt kompat-
ibel hvis U, N Ug = 0, eller hvis overgangsavbildningen ¢ o ¢ ! er en diffeomorfisme.

For & kunne fa en glatt struktur sa ma overgangsavbildningen veere glatt, og i tillegg méa det
for to atlaser eksistere kompatible kart eller et snitt som ikke er det tomme rom. Maksimal
atlas blir ogsa vesentlig her, da et atlas er maksimalt hvis det ikke er en proper undermengde
av et annet glatt atlas, og hvert kart som er i A er glatt kompatibel med et kart som allerede
eriA.

Dette derfinerer en glatt struktur, der M har en glatt struktur hvis atlaset som dekker M
er maksimalt og glatt.

For atlaser i glatte mangfoldigheter har vi proposisjonen:

Proposisjon 6 La M vere en topologisk mangfoldighet

- Hver glatte atlas, A for M er inneholdt i et unikt, glatt, maksimalt atlas, ogsi kalt den
glatte strukturen bestemt av A.

- To glatte atlaser for M avgjor den samme, glatte strukturen hvis og bare hvis deres union
er et glatt atlas.
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Figur 15/7llustrasjon til punkt 1 pa proposisjon 2
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Figur 16/llustrasjon til punkt 2 pa proposisjon 2

Side 49



Masteroppgave - LR-MFY5100 Var 2023

PeWch ke ole dlementes
s 8\&)&) kompediloe) med /—}

Vedk ouefcgw\%Sw\O\@“i“ﬂ ‘

Seseandes U R gomef&(\’\m\\:\\\icm B

%

K)?( \/@' \/d)ﬁ

N

N

0 '(a¢e7(a)))- OO (op)) - dp, A=B
Figur 17Illustrasjon til punkt 2 pa proposisjon 2

Bevis:

- Fgrste punkt kan bevises ved & ta utgangspunkt i hva en glatt struktur er. Et atlas A C M
har et annet atlas A der mengdene er glatt kompatibel med hvert kart i A. Det vil si at alle
kart i A ogsé skal veere glatt kompatibel, og dermed glatt hvis det er kart i A.

Hvis dette er tilfellet skal A ha to vilkirlige kart: (U,, ¢a) og (Us,¢5) € A. Siden de
er glatt kompatible er overgangsavbildningen, ¢z o ¢, glatt.

La (Uav(ba) N (Um(ﬁﬁ) = (Uaa¢a) N (Uﬂa¢ﬁ) = p slik at ¢O¢(Uo¢ N Uﬁ) - ¢a(p) =T

A er det gitte atlaset og vil gi et tredje kart i A, (W, ) € A, med

peW = pelU,NUgNW.

Hvert kart i A er glatt kompatibel med alle i A, og gir dermed tre sammensatte avbildninger
for overgangsavbildningen. Se figur 13. Disse avbildningene vil veere

G100 (p))) = da ' (dp) = dp 0 P!

Pa grunn av p er det for hver omegn av x € ¢, (U, N Up) en glatt avbildning som er glatt
kompatibel. A er dermed et maksimalt atlas.

- Andre punkt tar utgangspunkt i at A er et maksimalt atlas, men at det ogsa eksisterer et
atlas B. p € W C AN B. I dette snittet og A er hvert element glatt kompatibel med alle
elementene i A. Siden A er maksimal, vil alle p € A utgjore hele A, og den sammensatte
funksjon 0 o ¢, = 0

Overgangsavbildningen, fra tidligere gir ¢, 1(0(071(¢5))) = 0(07(¢5))) = ¢5. Ved & kjore
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denne overgangsavbildningen star ¢g igjen, man kan si at man kan fa hele denne over-
gangsavbildningen ved & bare ta ¢g, for B som fglger at B ogsé er et maksimalt atlas.
B = A. Se figur 15 og figur 16

Avbildning mellom to mangfoldigheter
En annen definisjon innenfor glatte mangfoldigheter er ved to forskjellige mangfoldigheter.

Definisjon 43 La f : M — N der M og N er differensierbare mangfoldigheter. f er glatt
hvis det er atlaser (Uy, o) pd M og (Ug, ¢g) slik at avbildningen ¢psfort er glatt uansett

hvor den er definert. Da er f en diffeomorfisme, og den har en glatt avbildning og en glatt
INYVers.

Definisjon 44 FEn avbildning F: M — N av mangfoldigheter er en glatt avbildning hvis det
for hver © € Uy, C M med kart (Uy, ¢o) @ M, og kart (Ug, ¢g) av N med F(z) € Ug, har
den dpne mengden F~*(Ug) og sammensatte funksjonen ¢p o ¢o pi ¢o(F~1(Us N U,), er
en C*°-funksjon.

Vist ved illustrasjon:
Fr M= N Mg 0 cibhemsioions

Mo (Ua @) og (e Qg) LM\
relg — yelle

N

5 8

'S \)\% + 0 =
T Wa e%“ Hl WAQXZ

"
9 T
veg v “(@C@@\\ by o & odg
@S@Q@d
Figur 18

Overgangsavbildningen gar fra R™ til R framstilt fra to mangfoldigheter M og N der av-
bildningen f er avbildningen mellom M og N.
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For & kunne studere glatte mangfoldigheter er det en god idé & studere mangfoldigheten
delt opp i deler, men i fgrste omgang blir det delt opp i en mangfoldighet med en grense, og
ikke en glatt mangfoldighet. Overgangsavbildningen er en avbildning av apne undermengder
i R™. Denne avbildningen er glatt hvis den er en lokal restriksjon av en glatt avbildning
definert pa en apen undermengde av R™.

6.3.1 Mangfoldighet av dimensjon 2

Néar det kommer til glatte mangfoldigheter av dimensjon 2 sa viser tidligere eksempler at
det er snakk om overflater pa tredimensjonale figurer. Et eksempel kan veere en sfzere. Den
ville utenifra sett ut som en tredimensjonal figur, og matte dermed veert framstilt i (z,y, 2)-
koordinater. Men siden det omhandler overflater, s& kan man tenke seg at man mé finne et
punkt som "brettes ut", altsa tar et punkt og trekker ned gjennom et annet punkt pa R2,
slik at man far overflaten brettet ut, og ser bort i fra det inni selve sfeeren. Ved framstilling
uten projeksjon (som kommer i eksempel-delkapittelet) ville det sett slik ut:

S
o oppdding | (gD €

Overtiede. Frawnsiile
Jedl (<iy) e®"

D%

Figur 19

Definisjon 45 En 2-dimensjonal mangfoldighet uten grense er et topologisk rom i M der
alle punktene har en dpen ball som omegn. Hvis hver dpne undermengde som dekker M har
en undermengde der igjen, sd er mangfoldigheten kompakt. (Edelsbrunner, H., Harer,J.

(2010)., 5.32)[25]
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Med projeksjoner fglger:
Eksempel 44 Mangfoldigheten M = S? er enhetssferen i R3, S? C R3,

Bevis:

En sfzre er en mangfoldighet, M = S? C R3, uttrykt i det euklidkse plan, R3, slik at S% =
{(z,y,2)|2? +y? + 22 = r?}. Det ma bevises at mangfoldigheten er lokalt euklidsk, altsa at
man far en avbildning i R2-planet ved projeksjon. Enhetssfeeren er gitt ved 22 4+y2 +22 =1,
med et punkt N = (0,0, 1) som kalles nordpolen. Ved snitt av sfeeren med R2-planet, si far
man ekvatoren pa sfeeren. For hvert punkt P € M eksisterer det en unik linje gjennom N
og P, som snitter med R? i z = 0 i ngyaktig ett punkt, P’(markert med blatt pd figur 20
6.3.1)).

Figur 20
Den bla markeringen framstiller P’. Projeksjon gir et punkt i R2-planet, som viser at
sfeeren er en mangfoldighet. Jorda som en slik sfeere.

Hvis mangfoldigheten i tillegg er kompakt vil den ha en grense pa det Euklidske plan slik at
den ikke har punkter der den er udefinert eller mangler et punkt. Eksempler pa kompakte og
ikke-kompakte mangfoldigheter kan veere en sfeere med genus 0 for kompakt mangfoldighet
og den reelle linjen. Intervallet (1,2) er et eksempel for ikke-kompakte rom.

2-dimensjonale mangfoldigheter og mangfoldigheter generelt nevner begrepet genus. Kort
og enkelt forklart er dette:

Definisjon 46 FEn topologisk invariant-omrade av en overflate definert som det hoyeste
tallet av ikke-snittbare, enkle, lukkede kurver som kan bli tegnet pa overflaten uten d separere
det. Genus er antall hull pé overflaten. |(Gray, A., (u.d.))[26]

Genus har for en orienterbar flate et forhold som ser slik ut:

X=2-2g

og for en ikke-orienterbar flate et forhold seende slik ut:
X=2-yg

Side 53


https://mathworld.wolfram.com/Genus.html

Masteroppgave - LR-MFY5100 Var 2023

der x er relatert til Euler karakteristikk, og definert ved:

x(g)=V—-—E+F
der V = antall hjorner
E = antall kanter/linjesegmenter
F = antall overflater

Eksempel 45 For en kube vil genus x(g) vere V— E+ F
Altsa : x(g) =8 — 12 +6,

en kube er en orientert flate, og gir

2g—2=2=¢9=0,

noe som stemmer siden en kube ikke har noen hull.

Kompakte orienterbare mangfoldigheter

Begrepene orienterbare og ikke-orienterbare flater blir nevnt. For orientering og orienter-
barhet av mangfoldighet har man for to basiser By, Bs av et endelig dimensjonalt vektorrom
er orientert:

Definisjon 47 B; og By har samme orientering hvis overgangsmatrisen Moy fra By til B
har en positiv determinant.

Orienterbar har definisjonen:

Definisjon 48 En sammenhengende mangfoldighet er orienterbar hvis og bare hvis dens
orienteringsoverdekning Oy er ikke-sammehengende.

Begrep som med og mot klokka kan bli aktuelle her. Ved flere avbildninger kan man si at
en mangfoldighet eller flate er ikke-orienterbar hvis den er gatt fra & veere "med klokka" til
a veere "mot klokka". Med andre ord gar en flate eller mengde fra & veere "seg selv" ved
startpunkt, til veere "speilbilde" ved endepunkt av et intervall.

Det finnes flere klasser for mangfoldigheter av dimensjon 2 |(Encyclopedia of mathe-
matics, (2020))[27], der den viktigste og "enkleste" er sfeeren, S?, som er en overflate med
genus 0. Begrepet "hdndtak” blir introdusert, og skal gjore at sfeeren far en genus 1. Da
mé man fjerne disker av det dobbelte av genusen vi skal ha, og snittet av diskene ma veere
tomt : D N Dy = (). Man far to grensesirkler pa overflaten tilsvarende D; og Do, der man
identifiserer dette med et bgyd sylinder, med grense.

Figur 21
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Et annet eksempel pa en litt mer avansert mangfoldighet av dimensjon to er utgjort av
en kompakt, orienterbar to dimensjonal mangfoldighet, eller en overflate med en grense.
Disse kan komme fra en hvilken som helst overflate, og hvis man tar bort et endelig antall
interigrpunkter/disker som ikke snitter hverandre, som i eksempelet over.

A ta bort disse diskene som na former en grense for den eksisterende overflaten, vil gi en
ny grense overflate generert av grensene som tas vekk. Genusen for en slik mangfoldighet
er den samme som genusen vi hadde for utgangspunktet. En mangfoldighet der genusen er
0, men som likevel har en grense anses pa overflaten som punktert eller en disk.

Kompakte ikke-orienterbare mangfoldigheter

Det finnes en klasse av mangfoldigheter som er kompakte, men ikke-orienterbare. Disse kan
fortsatt veere lukket og ha grenser.

Generelt sett kan en kompakt ikke-orienterbar todimensjonal mangfoldighet komme fra
lukkede overflate ved & eliminere dens interigrpunkter/disker som er ikke-snittede, og iste-
denfor for & lage handtak av sylinder med grense, bruke Mobius strip. I noen tilfeller far
man det som kalles Klein overflate.

Definisjon 49 FEn Klein-overflate er en lukket, ensidet overflate med genus 1. Den har kun
en overflate, som er det samme pd utsiden.

Her kan man da istedenfor & lime med M&bius strip som handtak, heller lime med et handtak
som er ikke orienterbar:

Figur 22
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Mangfoldigheter av dimensjon 2
En to-dimensjonal mangfoldighet kan refereres til som to-dimensjonale mangfoldigheter som

overflate-topologi.

Definisjonen for begrepet og definisjonen for skillevegg (Edelsbrunner, H., Harer,J.
(2010)., s.3)[25], eller en oppdeling blir gitt. Partition pd engelsk:

Definisjon 50 En skillevegg for en mengde er er dekomponering av mengder til under-
mengder slik at hvert element i mengden er i en og bare en av undermengdene.

A gjore dette vil gi flere mangfoldigheter delt opp hvorvidt de er sammenhengende. Hver
oppdeling har ekvivalensrelasjoner.

Definisjon 51 La S vere en ikke-tom mengde, og ~ en relasjon mellom elementene i meng-
den S, som oppfyller folgende omrader for a,b,c € S:

1) Refleksivitet: a ~ a

2) Symmetri: Hvis a ~ b, sd er b ~ a.

3) Transitivitet: Hvis a ~b og b~ c, sd er a ~c

Ekvivalensrelasjoner gir en oppdeling fra dette teoremet:

Teorem 18 Huis S er en ikke-tom mengde og ~ er en ekvivalensrelasjon pa S, slik at ~
utgjor en naturlig oppdeling av S, dera = {x € S|z ~ a}, dera representerer undermengden
a hgrer til. Hver undermengde @ er en ekvivalensklasse.

Todimensjonale overflater oppfattes som sfeere, kube, sylinder ogsa videre. Det trenger ikke
ngdvendigvis & bare veere dette, da en todimensjonal mangfoldighet enten er glatt (uendelig
deriverbar) eller deriverbar kun et visst antall ganger.

En ball med senter i origo, har dette uttrykket:
B ={x € R? slik at ||z|| < 1}
Ballen er homeomorf til R? med funksjon f gitt ved:
f:B—R?

der f er definert ved

og hver undermengde av et topologisk rom som er homeomorf til B for en apen ball.

Hvis det et tilfelle der det ikke er en rand eller grense for det topologiske rommet som er
homeomorf til R?, s& kan det topologiske rommet bli visualisert som hele R2-planet(Edelsbrunner,
H., Harer,J. (2010)., s.32)[25].

Fra kompakthet ma alle punktene veere med. For en mangfoldighet og kompakthet finnes
denne definisjonen:

Definisjon 52 En mangfoldighet M er kompakt hvis det for hver apne overdekning pa M
finnes et antall av hver dpne overdekning. Den dpne overdekningen har da en undermengde
som er en dpen overdekning.
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Visualisering av en kompakt mangfoldighet som er orienterbar (eksempler er som sagt pa
eksempelkapittelet), s kan framstilles som en mangfoldighet med grense hvis vi fjerner
hver undermengde som ikke har grense, altsa hvert punkt som har en omegn. Randen for
mangfoldigheten vil sta igjen og kalles en kompakt, orienterbar mangfoldighet med grense.
En kompakt mangfoldighet bestér av smé undergrupper formet som sirkler.

Klassifisering

Det som er kjent ved overflater og objekter i matematikken kalles for klassifisering. Siden
2-mangfoldigheter er en sapass lav dimensjon sa det brukes geometriske verktgy for a kunne
klassifisere en mangfoldighet.

Ved klassifisering fglger man visse kriterier eller egenskaper til en mangfoldighet, for sa a
organisere figurer og objekter basert pa disse egenskapene |(Cuemath, (u.d.))[28]. Ved
lavdimensjonale mangfoldigheter bruker man det som blir kalt konvekse polygoner, triangu-
lering eller ulike former for firkanter. Dette kan ogsa innebzere & skape assosiasjoner.

Eksempel 46 Man kan for en notatbok assosiere dette med en blyant, slik at disse far en
relasjon. Relasjonen til blyanten vil vere et tre, siden det er laget av tre. For dette treet
kan man lage en assostasjon til et balltre, og videre assosiasjon til en ball.

Ved enkel klassifisering kan man se pa:

- Identifisering av like omrader for objektene i en gitt mengde gitt fra betingelser eller andre
egenskaper, for s & luke ut de som ikke fyller betingelsene.

- Se og forsta forholdet mellom mengdene og elementene for s& & kategorisere dem.

- Bruke dette for & finne deler som mangler, og identifisere dette fra en annen gitt mengde
eller innad i samme mengde.

For klassifisering brukes det som kalles en konveks polygon, som er et polygon - grensen
til et konveks mengde. Linjesegmentet mellom to punkter i polygonet er inneholdt i unio-
nen av interigret og grensen til polygonet. Kantene pa et polygon er rette, og formen er
lukket |(Mathisfun, (2020))[29].

Ved polygonet og klassifiseringen sa limer man parvise sider slik at hver side kommer i
ngyaktig ett par. Her bruker man for endepunktene til polygonet, og limer disse sammen
slik at de i R2-planet danner et bilde. For en Klein flaske ville algoritmen sett slik ut:

v b -

Figur 23
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Innfgring av kovekse polygoner, og introduksjon klassifiseringer vil vise at en sfzere ser slik
ut:

v

]

| =
A
Figur 24

Kompakte familier uten grense gir dette teoremet for klassifisering:

Teorem 19 Klassifiseringsteoremet- De uendelige familiene S%, T2 og P? utgjor en fam-
ilie av kompakte 2-mangfoldigheter uten grense.

En kompakt mangfoldighet uten grense fjernes h hull ved & fjerne samme antall apne disker,
der alle far en kompakt 2-mangfoldighet, og hver h > 1 som gir en forskjellig overflate, og
alle dens muligheter. (Edelsbrunner, H., Harer,J. (2010)., s.36)[25]

Triangluering

Triangulering deler overflaten opp til flere trekanter. Hvis det er tellbar antall trekanter
pé en overflate, si sier man at overflaten er kompakt |(Weisstein Eric W., u.4.)[30]. For
triangulering ma kantene for trianglene i en mangfoldighet dele maks en av sidene, og de
mé veere ved siden av hverandre(Encyclopedia, (2020))[31]. For triangluering har vi

Definisjon 53 FEn triangulering av en overflate S er en homeomorfi S — K til et rom
som kommer fra at man har en disjunkt union av triangler, og en mengde par av kanter
som limes sammen. Bildet av hjornene, kantene og trianglene har det samme navnet i K.
Trianguleringen har folgende kriterier:

- Hver kant i K har to distinkte endepunkter og for hver to hjgrner som finnes er det pd det
meste kun en kant mellom dem.

- Hver triangel har tre distinkte kanter og for hver tre hjorner er det pa det meste en triangel
spent av dem.

I dette tilfellet har man det som kalles et forenklet kompleks|(Meier, (u.a.), s.3)[32]

Ved & gjore dette gar man fra a ha overflater som ikke ngdvendigvis er rette, til & faktisk
gjore de rette. For en sfere (som er homeomorf til et oktahedron) ville det se slikt ut
(Edelsbrunner, H., Harer,J. (2010)., s.36)[25]:
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Figur 25

Hvis hvert par ved siden av hverandre er konsist orienterte, sa er mangfoldigheten orienter-
bar. I dette tilfellet er triangler ved siden av hverandre orientert motsatt vei.

6.3.2 Eksempel - jordkloden

Jordklodens overflate er et eksempel pa en todimensjonal, glatt mangfoldighet. Den er
uttrykt som en sfaere med radius 7, med senter i origo, som et snitt av tillukning og interigr,
homeomorf til R?

Interigret og tillukningen blir gitt ved 2 + 2 + 22 < r? homeomorf til R3.

For nordpolen brukes projeksjoner, z2, slik at overdelen av kulen vil bli snittet med R?
og sfeerens overflate er homeomorf med R?. Overflaten blir uttrykt ved (z,v), der {22} er
"eliminert":

22 + 9% + 22 = r2, 22 = nordpolen.
{22+ y? + 22 =r?} N (2, y) = 2% + y? + 22 = r2\{2?} ~ R?
Randen € R? vil ha stgrre radius enn jordkloden.
Jordklodens overflate kan na fremtilles slik:
22 442 = 12

Sirkelformer i R? gir at = og y kan uttrykkes som polarkoordinater:

x = rcos(f)
y = rsin(0)

Originalformelen gir ved substitusjon av x og y:

22 4 y? = 2
_—

r2cos(0) + r?sin(f) = r?
=

cos®(0) + sin?(0) = 1

Alle leddene i dette uttrykket kan deriveres uendelig mange ganger og strukturen for mang-
foldigheten er dermed uendelig, C*°. Mangfoldigheten er glatt.
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Jordklodens overflate blir den storste "fysiske" storrelsen. I og med at den har er en grense
er den er kompakt. Jordklodens overflate er dermed et maksimalt atlas, der alle under-
overdekninger ogsa er kompakte og glatte. Disse kan avbildes til euklidsk lokalt, pa samme
mate som jordkloden.

Det er mulig & ta atlas pa jordkloden, (z,y,2) € R3 og gjore dette om til sirkler i R?
ved projeksjoner og snitt med R?. Det minste mulige atlaset vil veere alle (z,y) < r? for
{(z,y)|z? +y? < r?}, der r er randen for ballen rundt z og y med sentrum i ett av punktene.

La oss si:

Det isolerte punktet {1} € R er lukket.
f:R2=R
(z,y) = 2 +y°
{(z,y) € R?|2? +y? =1} = 22 + y? er lukket.
F71{1}) = {(z,y) € R?|a? + y? = 1} er lukket.
Fra tidligere utregninger:
22+ y? =12 &= cos?(0) +sin?*(0) =1 = rP=22+y* =1

Siste linje sier at uansett radius, ogsa ulik 1, blir 22 + y? = r? en overdekning i hvilket som

helst punkt i R?. S& hvilken som helst sirkel vil bli avbildet til {1} € R som vil si at det er
inneholdt i {1} og dermed kompakt.
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Kapittel 7

Konklusjon

Besvarelsen representerer pa starten en framstilling av teoretisk matematikk ved bruk av
eksempeloppgaver fra eksamen. Kort sammenlignet med LK20 vil slike oppgavene fokusere
pa begrepene argumentasjon, utforskning, dybdeleering og dermed forstaelse. Eksamen-
soppgavene i faget burde gjenspeile disse begrepene gjennom oppgavene, noe resten av
besvarelsen skal prgve & danne et blikk pa.

Hoveddelen av besvarelsen representerer omradene topologi og mangfoldighet, med grunn-
leggende kunnskap som logikk, avbildninger og mengdelaere for & vise deres relevanse. Om-
radene belager seg pa blant algebra og geometri og matematikken uttrykkes gjennom defin-
isjoner, teoremer og lemma ved bruk av forstaelse og skissering av geometriske omrader,
eksempelvis overflater, og elementer i bade R2- og R3-planet.

En god forstaelse for matematikk pa videregaende skole er viktig for at man skal kunne
utfgre beregninger, bevis og utledninger basert pa forstaelse nar det kommer til univer-
sitetsmatematikk. Det innebserer at man ma gi elever pa videregdende oppgaver som gir
en mestringsfglelse og generelt en fglelse om at matematikk er ngdvendig og gir dem noe,
gjerne ved & fremme anvendelser av teori i virkelighetsnzere situasjoner. Oppgaver som an-
vender kun teori er bra for dem som husker disse formlene og har pugget disse, men i det
det gar over til & faktisk anvende dem i en situasjon der det krever algoritmisk tankegang
og oversikt er det kanskje ikke tilfelle at oppgavene pa videregaende gjenspeiler dette.

Eksamensoppgavene og eksempeloppgavene i avhandlingen har to forskjellige typer og inn-
fallsvinkler. I hoveddelen av avhandlingen vil eksempeloppgavene gjenspeile et hverdagsliv
i stgrre grad enn hva eksamensoppgavene for R1 og R2 gjgr, selv om mye av den samme
teorien ligger bak begge disse. Oppgavene i hoveddelen far fram praktiske situasjoner, der
eksempel [f] og eksempel [34] er to situasjoner man kan ta i bruk mengdeleere og atlas for &
fremme forstaelse om hva det innebeerer i en slik oppbygning for teori.

Siste delkapittel med jordkloden (kapittel er en oppsummerende oppgave som belyser
all tidligere teori i avhandlingen for & vise at man fgrst og fremst kan se pa jordkloden
gjennom matematisk oppfatning, men ogsa bruke matematiske forstaelse tatt fra erfaringer
og oppfatninger til & bekrefte at man faktisk kan se pa jordkloden gjennom en matematisk
oppfatning.

Hoveddelen i avhandlingen er generelt mye abstrakt teori, men viser som sagt hvordan
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matematikk pa universitetsniva vil bli bygget opp etter at man har gatt igjennom kurs
som kun belager seg pa abstrakt regning. Disse kursene er ngdvendig for & kunne kjenne til
formler og regler. Ved forstaelse fra disse kursene vil automatisk fag som topologi, geometri,
algebra og tallteori bli mer forstaelig da man gjerne kan se sammenhenger i teoremer, defin-
isjoner og lemma pa en enklere mate.

Hoveddelen viser ogsa hvordan oppfatninger og framstillinger fra verden kan framstilles i
form av topologi og mangfoldigheter. Den skal framstille at uansett hvor lite et objekt
er, sa4 kan dens overflate bli framstilt i et koordinatsystem av n-dimensjoner. Selv noe sé
hverdagslig som jordkloden kan bli framstilt i det Euklidske plan som kontinuerlig.

Mangfoldigheter omhandler bade geometri og algebra, og bygger videre pa dette. Man
kan fa objekter framstilt som kompakte og orienterbare, og ikke-kompakte og orienterbare,
i tillegg til at to forskjellige, helt ulike objekter kan ende opp med & ha samme avbildning i
det Euklidkse plan, og dermed kalles homeomorfe.

Drgftingen i konklusjonsen skal veere med pa & svare pa oppgavens problemstilling som
er "Hvor forberedt vil en elev som har fullfort videregadende teoretisk matem-
atikk veere pa universitetsmatematikk?". Belsyninger pa teori og eksamensoppgaver
fra videregaende skal forhapentligvis danne et innblikk og refleksjon for leseren pa hvorvidt
eksamensoppgavene forst og fremst treffer elementene i LK20, men ogsa hvorvidt eleven vil
vaere forberedt pa matematikken som venter pa et matematisk universitetsstudie.
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